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1. Theorie der Schneidentöne; 
von F. Krüger. 
(Hierzu Tafel I.) 


Die Entstehungsweise der Schneidentöne ist trotz erheb- 
licher Fortschritte in ihrer Erkenntnis noch keineswegs völlig 
geklärt. R. Wachsmuth') faßt das Resultat seiner ind seiner 
Schüler?) Arbeiten über Schneidentöne folgendermaßen zu- 
sammen: „Nach alledem wären also die Schneidentöne Töne, 
welche aus der Störung des Gleichgewichts einer frei aus- 
strömenden Luftlamelle durch eine Einlage entstehen. Durch 
Stauung des Luftstromes an der (stumpfen) Kante, welche dem- 
selben entgegensteht, wird eine Pendelung um die Gleich- 
gewichtslage eingeleitet, bei welcher die Lamelle ihrer ganzen 
Länge nach um die Einlage hin- und herpendelt oder — bei 
größerem Abstande — in Unterabteilungen (einzelne Bände) 
zerfällt und sich in diesen gegen die Einlage bewegt.“ Wie 
schon W. König?) betont, ist hiermit ein klarer Einblick in 
den Mechanismus dieser Tonerzeugung noch nicht gewonnen: 
Die Ursache der Pendelung ist nicht aufgeklärt, ferner steht 
die Deutung der empirisch gefundenen Tatsache der Konstanz 
des Produktes aus der Tonhöhe und Schneidenabstand noch 
aus, ebenso die des mehrfachen plötzlichen Springens der Ton- 
höhe in die höhere Oktave bei Vergrößerung des Schneiden- 
abstandes. König?) selbst hat dann eine Theorie dieser letz- 
"teren Erscheinung zu entwickeln gesucht, die auf der Riick- 
wirkung der Stauung der Lamelle an der Schneide auf den 
Austritt der Flüssigkeit aus dem Spalt beruht; aber er gibt 
selbst zu, daß diese Theorie die Tatsache nicht erklärt, daß 


1) R. Wachsmuth, Ann. d. Phys. (4) 14. S. 469. 1904. 
2) Literatur vgl. R. Göller, Dissertation Gießen 1912, und bei 

J. Rieht, Dissertation Gießen 1917. 
3) W. König, Physikal. Zeitschr. 18. S. 1058. „1912. i 
Annalen der Physik. IV. Folge. 62. 45 A 
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die Tonbildung erst von einem bestimmten, nicht zu kleinen 
Schneidenabstande an erfolgt, und ferner die Ursache der 
Oktavensprünge im Dunkeln läßt. Der Erklärung der Schneiden- 
töne durch Wirbelbildung, die schon durch die photographischen 
Schlierenaufnahmen der Schneidenténe durch Wachsmuth 
nahegelegt war und auf die in der Diskussion zu dem Kénig- 
schen Vortrage mehrfach hingewiesen wurde, glaubte sich König 
unter Hinweis auf die Schwierigkeiten der Deutung der Ge- 
setzmäßigkeiten der Schneidentöne auf dieser Grundlage nicht 
anschließen zu können. 


Die von E. Schmidtke') im hiesigen Institut an einer 
ausströmenden Wasserlamelle angestellten Messungen haben die 
völlige Analogie der Pendelungen der Wasserlamelle beim Auf- 
treffen auf eine Schneide mit den Schneidentönen einer Luft- 
lamelle erwiesen und den Zusammenhang der Pendelungen mit 
der Wirbelablösung sichergestellt. Im folgenden soll gezeigt 
werden, daß sich auf dieser Basis eine klare Theorie der 
Schneidentöne geben läßt. 

Wie früher?) gezeigt wurde, besitzt eine frei ausströmende 
Flüssigkeitslamelle infolge der abwechselnd rechts und links 
am Spalt erfolgenden Wirbelablösung eine pendelnde Bewegung, 
die die Ursache der sogenannten Spalttöne bildet. Die von 
W. Kohlrausch®) gemessene Tonhöhe der Spalttöne ließ sich 
aus den Konstanten der an der tr a beobachteten 
Wirbelbildung berechnen. 

Bezeichnet u die Wanderungsgeschwindigkeit des Wirbel- 
systems, 7 den Abstand zweier aufeinander folgender Wirbel, 
so gilt für die Tonhöhe J, falls sie eben der Anzahl der in 
der Zeiteinheit abgelösten Wirbel gleichgesetzt wird, 


N=-, 
eine Formel, die übrigens formal mit der bekannten Wellen- 


gleichung N = + (A= Wellenlänge, v= Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit) übereinstimmt. Da das Verhältnis der Wirbelgeschwin- 


1) E. Schmidtke, Ann, d. Phys. 60. S. 715. 1919. 
2) F. Krüger u_E. Schmidtke, Ann. d. Phys. 60. S. 701. 1919. 
8) W. Kohlrausch, Pogg. Ann. d. Phys. u. Chem. 13. 8. 545. 1881. 
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digkeit « zur Strömungsgeschwindigkeit U konstant ist und sich 
experimentell zu 0,23 ergab, da ferner das ebenfalls konstante 
Verhältnis des Abstandes / zweier aufeinander folgender Wirbel 
zu der Spaltbreite D gleich 4,9 bestimmt wurde, so ergab sich 


in guter Übereinstimmung mit den akustisch bestimmten 
Werten 


~005 oder N=006- 

Wird der frei ausströmenden Flüssigkeitslamelle ein Keil 

oder eine Schneide gegenübergestellt, so erfolgt, falls der 
Schneidenabstand nicht zu klein ist, ein Pendeln der Lamelle 
von der einen auf die andere Seite der Schneide, wobei die, 
wie bei der freien Lamelle, abwechselnd rechts und links am 
Spalt abgelösten, wenn auch erst in einiger Entfernung vom 
Spalt, meistens erst nahe an der Schneide deutlich sichtbar 
werdenden rechts- bzw. linksdrehenden Wirbel sich durch dies 
eben durch sie bewirkte Pendeln an der Schneide so teilen, 
daß alle rechts drehenden Wirbel an der rechten Seite der 
Schneide, alle links drehenden Wirbel an der linken Seite der 
Schneide entlang wandern, wie das in der Arbeit von 
E. Schmidtke eingehend beschrieben ist. Bei diesem Vorbei- 
pendeln der Lamelle an der Schneide werden aber, wie in der 
genannten Arbeit weitergefunden ist, an der Schneide neue 
Wirbel gebildet, ganz analog wie die Wirbel an einem Stab- 
hindernis und bei den sog. Hiebtönen gebildet werden. Diese 
Wirbel haben jeweils entgegengesetzten Drehungssinn wie die 
vor der Schneide durch die Wirkung des Spalts entstandenen. 
Sie ergänzen die einseitig drehenden Spaltwirbel auf jeder Seite 
der Schneide zu einem dem v. Kärmänschen ähnlichen Wirbel- 
system abwechselnd rechts- und linksdrehender Wirbel. Treten 
diese an der Schneide entstandenen Wirbel wegen der Reibung 
an der Keilfläche auch schwächer in Erscheinung, so sind sie 
doch bei stärkerem Strömen der Lamelle deutlich zu erkennen. 
Die Rückwirkung dieser mit dem Auftreffen eines Spalt- 
wirbels auf die Schneide verbundenen Stauung führt nun zu 
einer resonanzartigen Beeinflussung der Frequenz der Wirbel- 
ablösung. Ein Anlaß zur Bildung eines neuen Wirbelkeimes 
am Spalt wird jedesmal gegeben sein, wenn die Stauung des 
vorhergehenden Spaltwirbels mit gleichem Drehungssinn an der 
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Schneide rücklaufend am Spalt angelangt ist, eine Stauung, 
die ja auch mit einer Seitwärtsablenkung der Flüssigkeits- 
lamelle und also einer Knickung derselben am Spalt verbunden 
ist. Die Dauer der Periode dieses erregenden Vorganges oder 
der damit identischen Periode der erzwungenen Schwingung 
ist durch die Summe der Laufzeiten gegeben, welche einer- 
seits ein Wirbel braucht, um die Strecke vom Spalt zur Schneide 
zu durcheilen, und welche andererseits die Stauungswelle zum 
Durchlaufen derselben Strecke, aber in umgekehrter Richtung, 
von der Schneide zum Spalt, benötigt. Die Ausbreitungs- 
geschwindigkeit der Stauungswelle erfolgt mit der für die je- 
weilige Flüssigkeit charakteristischen Schallgeschwindigkeit c, 
welche natürlich groß gegenüber der Wanderungsgeschwindig- 


keit u des Wirbelsystems ist. Bedeutet also f den Schneiden- 


abstand, so ist die Dauer 7 der genannten Periode 


f f ute f 

da u, wie erwähnt, gegen c zu vernachlässigen ist. Die Fre- 
quenz N der Wirbelablösung oder die damit identische Höhe 


des Schneidentones ist also durch die Beziehung 
1 u 
gegeben. 

Der Abstand zweier aufeinanderfolgender Spaltwirbel mit 
gleichem Drehungssinn ist hiernach also stets einfach gleich 
dem Schneidenabstand /; er ist unabhängig sowohl von der 
Wirbelgeschwindigkeit u wie von der Spaltbreite D. Bei der 
frei ausströmenden Lamelle ohne entgegenstehende Schneide 
ist der Abstand / zweier aufeinander folgender Wirbel mit 
gleichem Drehungssinn zwar auch unabhängig von der Wirbel- 
geschwindigkeit u, aber abhängig von der Spaltbreite D, und 
zwar dieser direkt proportional (J = 4,9 D). Hier aber ist der 
Wirbelabstand von der Spaltbreite unabhängig und wird durch 
den Schneidenabstand bedingt; hier ist also Z=f. Zu be- 
merken ist noch, daß, damit die Frequenz N eines Schneide- 
tones und eines Spalttones gleich ist, nicht nur der Schneiden- 
abstand gleich dem Wirbelabstand bei der frei ausströmenden 
Lamelle (/ = 4,9 D), sondern daß auch die Wirbelgeschwindig- 
keit in beiden Fällen dieselbe sein muß. Dies bedeutet aber 
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nicht etwa auch Gleichheit der Ausströmungsgeschwindigkeit U, 
da das Verhältnis der Wirbelgeschwindigkeit u zur Ausströ- 
mungsgeschwindigkeit U, wie noch des weiteren besprochen 
werden wird, nicht dasselbe ist, sondern im ersten Falle etwa 
gleich 0,4, im letzteren etwa gleich 0,2 ist. 

Die Vorstellung einer ähnlichen Rückwirkung der Stauung 
auf den Ausströmungsvorgang am Spalt ist wohl zuerst bei 
Lord Rayleigh!) angedeutet. Unabhängig davon und in 
quantitativer Form ist sie jedoch von W. König entwickelt. 

Der -wesentliche Unterschied der hier gegebenen Analyse 
des Vorgangs gegenüber der von König und Lord Rayleigh 
besteht jedoch einmal darin, daß hier die Wirbelgeschwindig- 
keit u als maßgebender Faktor auftritt, während bei jenen die 
Strömungsgeschwindigkeit U der Lamelle selbst an deren Stelle 
steht; diese beiden Geschwindigkeiten sind aber durchaus ver- 
schieden, die Wirbelgeschwindigkeit ist immer sehr viel kleiner 
als die Strömungsgeschwindigkeit und beträgt, wie unten ge- 
zeigt, weniger als die Hälfte der letzteren. 

Der zweite, ebenso wichtige Unterschied ist darin zu er- 
blicken, daß nach der hier gegebenen Theorie der durch die 
Laufzeiten bedingte Wirbelabstand f sich nach Analogie des Vor- 
ganges der erzwungenen Schwingungen an die Stelle des natür- 
lichen Wirbelabstandes / der frei ausströmenden Lamelle setzt, 
dieser also ihren eigenen Wirbelabstand aufzwingt. Der Fall 
der Resonanz oder des stärksten Pendelns wird also vorhanden 
sein, wenn der natürliche Wirbelabstand / gleich dem Schneiden- 
abstand f ist. Wegen der starken Dämpfung der Eigen- 
schwingung der frei ausströmenden Lamelle wird die Resonanz- 
kurve jedoch sehr flach und breit sein, also auch bei erheb- 
licher Differenz von / und f wird noch ein starkes Mitschwingen 
stattfinden. Mit zunehmender Differenz von beiden wird die 
erzwungene Schwingung schwächer und schwächer. Wird mit 
wachsenden Schneidenabstand f der Wirbelabstand der er- 
zwungenen Pendelung immer größer und nähert sich dem 
Doppelten des Wirbelabstandes bei der frei strömenden La- 


melle, so wird der „Zwang“ für den erzwungenen Wirbelabstand . 


viel geringer, wenn dieser Wirbelabstand dadurch auf die Hälfte 


1) Lord Rayleigh, Theory of sound, vol. II, p. 412. London 1896. 


i 3 . 
5 
, j 
* 
3 
{ 
| 
4 
1 
i; 
| 
if 
i 
1 
i 
i 
| 
i‘ 
: 
i, 
j 
{ 
i 1 
f : 
! 
| is 
\ i 
| 
1 
1 
¢ 


678 F. Krüger. 


und damit wieder nahe auf den Wert des Wirbelabstandes 
der frei pendelnden Lamelle gebracht wird, daß in der Mitte 
zwischen dem Wirbel an der Schneide und dem Spalt ein 


neuer Spaltwirbel auftritt, so daß jetzt = f wird und somit 


2 

N -; -u. Die Tonhöhe ist damit plötzlich um eine Oktave 
gesprungen. In Übereinstimmung mit dieser Resonanztheorie 
des Oktavensprunges steht die Tatsache, daß der Schneidenton 
nach dem Oktavensprunge erheblich lauter ist als vor dem- 
selben, eben wegen der besseren Resonanz mit dem Spaltton; 
und mit wachsendem Schneidenabstand und sinkender Tonhöhe 
stetig in seiner Intensität abnimmt. Mit zunehmendem Schneiden- 
abstand tritt dann wieder eine „erzwungene“ Vergrößerung des 
Wirbelabstandes und damit umgekehrt proportional ein Sinken 
‘ der Tonhöhe ein. Wegen der erwähnten starken Dämpfung 

der Eigenschwingung der frei ausströmenden Lamelle und der 
damit verbundenen flachen Resonanzkurve findet aber ein teil- 
weises Überdecken der Schwingungsintervalle I und II statt; 
d. h. es gibt gewisse Werte des Schneidenabstandes, in denen 
sowohl der Grundton wie seine Oktave auftreten, dies Inter- 
vall des Schneidenabstandes erstreckte sich z. B. bei einem 
Versuch von R.H. Göller (a. a. O.) von 0,554 bis 0,616 cm 
(Spaltdicke D:1 mm). Man erhält den einen oder den anderen 
Ton, je nachdem man die Tonhöhe durch Vergrößerung im 
I. Intervall oder durch Verkleinerung des Schneidenabstandes 
im II. Intervall ändert. Dieser Oktavensprung wird sich wieder- 
holen, so oft ein ganzzahliger Bruchteil des Schneidenabstandes 
angenähert gleich dem Wirbelabstand bei der frei ausströmenden 
Lamelle geworden ist. Die Erklärung der Oktavensprünge er- 


gibt sich hier also als unmittelbare Konsequenz der theore- 
tischen Grundvorstellungen. 


Es ist hiernach ferner verständlich, weshalb der Schneiden- 
abstand nicht unter einen gewissen Minimalwert /,, sinken darf, 
damit noch ein Ton entstehen kann. Der natürliche Wirbel- 
abstand der frei ausströmenden Lamelle läßt sich eben durch 

“den Zwang der regulierenden Wirkung der Stauung der Schneide 
nicht unter einen gewissen Wert herabdrücken, dann versagt 
die Wirbelbildung. Wie Versuche von Göller (a. a. O.) lehren, 
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ist diese untere Grenze des Scheidenabstandes etwa gleich dem 
halben Abstand zweier aufeinander folgender Wirbel mit gleichem 
Drehungssinn bei der frei ausströmenden Lamelle, also etwa 


= = für einen Spalt von der Breite 1 mm findet Göller 


nämlich diesen Minimalwert zu 2,86 mm, während -49D 


= 2,45 mm ist. Aus-den Versuchen von J. Rieth ergibt sich 
jedoch, daß der Minimalabstand f, für den Beginn der Ton- 
entstehung näher bei /, dem Wirbelabstand der frei aus- 
strömenden Lamelle selbst liegt. Wegen der Stauungsrück- 
wirkung der Schneide kann der für die Ausbildung der ersten 
Wirbel erforderliche Raum bei der freien Lamelle nur ein an- 
genähertes Maß für den für die Wirbelbildung erforderlichen 
Minimalraum bei den Schneidentönen bilden. 


Aus der Gleichung V = 7 würde sich nun sogleich die 


"Abhängigkeit der Tonhöhe N der Schneidentöne oder der Fre- 
quenz der Wirbelablösung von der Strömungsgeschwindigkeit U 
ergeben, wenn die Beziehung zwischen der Wirbelgeschwindig- 
keit « und der Strömungsgeschwindigkeit U bekannt wäre. Für 
die Wirbelablösung hinter stabförmigen Hindernissen ist nach 
den Beobachtungen von Bönard!) und nach den theoretischen 


Betrachtungen von v. Kärmän?) das Verhältnis + =a eine 


Konstante; dasselbe gilt mit einem etwas anderen Wert der 
Konstanten für die Wirbelbildung an Spalten.) Es erscheint 


daher berechtigt, die Konstanz des Verhältnisses = auch hier- 


fir die Schneidenténe anzunehmen; die unten folgenden direkten 
Messungen von u und U werden diese Annahme experimentell 
bestätigen. Wir setzen daher uv= a’. U. So ergibt sich für 
die Frequenz der Schneidentöne 


oder ——! 


1) H. Bénard, Compt. Rend. 147. S. 839. 1908. 

2) Th. v. Karman, Göttinger Nachricht. 8. 541. 1912; Th. v. Kar- 
man u. A. Rubach, Phys. Zeitschr. 13. S. 49, 1912. 

3) F. Krüger u. E. Schmidtke, Ann. d. Phys. 60. S. 701. 1920. 
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3 Diese Konstante a’ hat also physikalisch die Bedeutung 
des Verhältnisses der Wirbelgeschwindigkeit zur Strömungs- 
geschwindigkeit, sie ist nach den Beobachtungen ungefähr gleich 
0,4. Der genaue Wert 0,50, wie ihn die Königsche Theorie 
verlangt, ist hiernach für die Konstante a’ jedenfalls nicht zu 
erwarten. 


* Im zweiten Intervall ist analog 


N 

f 
2 


entsprechend ergibt sich fiir das dritte Intervall ai = a usw. 


Über den Wert der Konstanten a’ = 7 läßt sich theore- 


tisch zurzeit nichts irgendwie Sicheres voraussagen. Experi- 
mentell findet sich ein Wert, der etwa bei 0,4 liegt; er ist 
ungefähr das Doppelte des entsprechenden Wertes, der bei 
freier Strömung an einer Platte zu 0,20, an einem Stabe zu 
0,14, an einem Spalt zu 0,23 bestimmt ist. Darf man die 
oe (I = Wirbelstärke), auch 
hier heranziehen, so liegt die Deutung nahe, daB die Ver- 
doppelung von 7 durch eine Verminderung des / auf seinen 


halben Wert verursacht wird. Denn infolge der geschilderten 
Neubildung von Wirbeln am Keil wird die Gesamtzahl der 
Wirbel pro Längeneinheit verdoppelt. Übrigens beträgt in der 
noch nicht aufgerollten Grenzschicht, in welcher sich ein kon- 
tinuierliches System linearer Elementarwirbel mit der Geschwin- 


digkeit « fortbewegt, der Wert von 7 0,5. 


v. Kärmänsche Formel u = 


Von der Veränderung des Wirbelabstandes durch Ände- 


rung des Schneidenabstandes darf jedoch das Verhältnis 7 


* nicht abhängen, wenn man annehmen darf, daß bei sonst un- 
, geänderten Verhältnissen pro Längeneinheit der Trennungs- 

fläche der Lamelle und ruhender Flüssigkeit dieselbe Wirbel- 
stärke gebildet wird. Dann wächst eben die Wirbelstärke I 
in demselben Verhältnis wie der Wirbelabstand /, und die Ge- 
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schwindigkeit des Wirbelsystems u = We bleibt konstant, also 
auch das Verhältnis 7 Die Messungen, die natürlich auch 
hier letzten Endes allein entscheidend sein können, bestätigen 


in der Tat die Unabhängigkeit des Verhältnisses 7 von dem 


Wirbelabstand / bei den Schneidentönen. Dies gilt auch noch, 
wenn bei dem Oktavensprung plötzlich pro Längeneinheit 
doppelt so viel Wirbel gebildet werden. Dann bleibt das Ver- 


hältnis T konstant, da mit dem Wirbelabstand / auch die 
Wirbelstärke 7° auf die Hälfte sinkt, so daß wieder die Wirbel- 
geschwindigkeit u = Fe und damit das Verhältnis 7 kon- 


stant bleibt. Diese Konstanz des Verhältnisses beim SEE 
- sprung, also beim Übergang vom I. in das II. Intervall ist 
auch durch direkte, unten wiedergegebene Messungen fest- 
gestellt. 

Die Richtigkeit dieser Theorie ist zuerst durch den Nach- 
weis zu erbringen, daß im I. Intervall der Wirbelabstand gleich 
dem Schneidenabstand, im zweiten gleich der Hälfte des 
Schneidenabstandes ist usw. Es wurden zu diesem Zweck mit 
dem in der Arbeit von E. Schmidtke beschriebenen Strö- 
mungsapparat neue Aufnahmen gemacht, um recht deutliche 
Wirbelbilder des Vorganges zu erhalten. Nach mehrfachen 
Versuchen gelang es, gegenüber den früheren wesentlich schönere 
Wirbelbilder zu erhalten dadurch, daß zunächst statt Lyko- 
podiumpulver gewöhnliche, nicht entfettete, also auf der Ober- 
fläche schwimmende Aluminiumbronze verwandt wurde. Ferner 
wurde das Wasser mit Kaliumpermanganat tief rot gefärbt; 
auf diesem dunklen Untergrund hebt sich das glänzende Alu- 
miniumpulver leichter ab und läßt die Wirbel mit großer 
Deutlichkeit hervortreten. Man streut das Pulver entweder 
in den Ausströmungskasten oder in die Nähe des Spaltes in 
das Wasser im großen Reservoir, es braucht dann lange Zeit 
nicht erneuert zu werden. Der Spalt und der Keil wurden 
dann soweit abgeschnitten, daß sie nur wenige Millimeter aus 
dem Wasser herausragten, so daß ihre Umrisse in der Photo- 
graphie sehr scharf wurden. Eine so für das I. Intervall er- 
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haltene Photographie, die mit dem gleichen Apparat in der- 
selben Weise durch Belichtung mit Blitzlichtpulver in der 
Arbeit von E. Schmidtke aufgenommen wurde, zeigt Fig. 1 
(vgl. Taf. I). 

Man sieht auf beiden Seiten des Keils, der einen Winkel 
von 52° und eine Seitenlänge von 7 cm hat, je drei Wirbel. 
Der Abstand je zweier dieser Wirbel ist gleich 13,8, 13,1, 
11,5 und (10,1) mm, im Mittel also, wenn man den letzten 
offenbar infolge einer Störung herausfallenden Wert fortläßt, 
gleich 12,8 mm. Der Schneidenabstand der Figur ist gleich 
13 mm; also ist in der Tat recht genau der Wirbelahstand 
gleich dem Schneidenabstand. Die erst an der Schneide ge- 
bildeten neuen Wirbel sind in der Figur kaum zu sehen, sie 
sind, wie schon erwähnt, natürlich durch die Reibung an der 
Wand stark gedämpft. Man kann sie jedoch bei direkter 
Beobachtung mit dem Auge gut erkennen, wenn man die 
Flüssigkeit mit großer Geschwindigkeit ausströmen läßt, so 
daß starke Wirbelbildung auftritt; für die Photographie ist 
aber solche schnelle Strömung weniger geeignet. 

Fig. 2 und 3 (vgl. Taf. I) zeigen die analogen Aufnahmen 
für das II. Strömungsintervall. Man sieht, besonders gut bei 
der direkten Beobachtung mit dem Auge, aber auch recht gut 
auf der Aufnahme 2, daß hier ein Wirbel schon in der Mitte 
zwischen Spalt und Schneide vorhanden ist. Die Wirbel er- 
halten sich nicht lange, doch sind auf jeder der beiden Auf- 
nahmen wenigstens zwei deutlich erkennbar, deren Abstand 
gemessen werden kann. Es ergibt sich so für den Wirbel- 
abstand auf der Fig. 2 (vgl. Taf. I) der Wert 10 mm, auf der 
Fig. 3 (vgl. Taf. I) der Wert 9,2 mm, im Mittel also 9,6 mm. 
Der Schneidenabstand beträgt 20 mm. Hier ist also in der 
Tat der Wirbelabstand sehr nahe gleich dem halben Schneiden- 
abstand. 

Zur weiteren Bestätigung der Theorie müssen nun die 
oben abgeleiteten Beziehungen zwischen der Wirbelfrequenz 
(Tonhöhe) N, dem Schneidenabstand / und der Wirbelgeschwin- 
digkeit « bzw. der Strömuugsgeschwindigkeit U abgeleiteten 
Beziehungen geprüft werden; d.h. also, die Gleichungen N-f=u 


N-f u 
und =a =7: 
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Zur Messung der in diesen Gleichungen vorkommenden 
Größen diente die schon von E. Schmidtke benutzte und be- 
schriebene Apparatur. Die Pendelungsfrequenz N der Flüssig- 
keitslamelle wurde mit der Stoppuhr gemessen, indem etwa 
sechsmal oder öfters die Zeit für 20 Pendelungen bestimmt 
wurde. Zur Messung der Wirbelgeschwindigkeit u waren an der 
einen Seite des als Schneide dienenden Keils über der Wasser- 
oberfläche in etwa 1 cm Abstand voneinander zwei Drähte be- 

_ festigt, über die quer in Abständen von je 1 cm dünne Drähte 
gelötet waren. Dann wurde die Zeit, bei diesem Versuch zu- 
nächst mit der Stoppuhr, gemessen, die ein Wirbel zum Durch- 
laufen der durch diese Querdrähte fixierten Strecke von 5 cm 
gebrauchte. Die Spaltbreite des wie bei Schmidtke aus zwei 
Blechen unter einer Neigung von 70° bestehenden Spaltes be- 
trug 1,9 mm; der hier benutzte Keil hatte, wie schon erwähnt, 

‘ einen Winkel von 52° und eine Seitenlänge von 7 cm. 

Die Strömungsgeschwindigkeit wurde zunächst wie bei 
E.Schmidtke indirekt bestimmt, indem die Geschwindigkeit U’ 
im Ausströmungskasten gemessen wurde, aus der sich durch 
Multiplikation mit dem Verhältnis der Kastenbreite zur Spalt- 
breite die Ausströmungsgeschwindigkeit U im Spalt selbst be- 
rechnet. Es war jedoch sehr schwierig und unsicher, U’ durch 
Messen der Geschwindigkeit suspendierter Aluminiumteilchen 
zu bestimmen, da diese Teilchen doch ziemlich schnell zu 
Boden sanken. Messungen an auf der Flüssigkeitsoberfläche 
schwimmenden Teilchen etwa von Lykopodium oder nicht ent- 
fettetem Aluminiumpulver waren, wie schon Schmidtke be- 
.tont, ganz unmöglich, da die Oberflächenschicht in dem Kasten 
bisweilen völlig stagniert. Es wurden daher besondere Schwim- 
mer konstruiert, zunächst aus einer kleinen Glühlampe, wie 
sie für Taschenlampenbatterien dienen, dann aus einer größeren 
geblasenen Glaskugel von etwa 2cm Durchmesser. Sie wurden 
durch unten angehängte Gewichte aus dünnen Draht beschwert, 
so daß sie möglichst ganz unter Wasser schwammen. Es ge- 
lang jedoch bei der geringen Wassertiefe von etwa 7 cm nicht, 
sie gerade ganz unter Wasser zum Schwimmen zu bringen. 
Um aber den störenden Einfluß der Wasseroberfläche auf ein 
Minimum zu bringen, wurden auf der oberen Seite der Schwim- 
mer ganz dünne Drähte von 0,1 mm Durchmesser und etwa 
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1 cm Länge befestigt; diese berührten dann mit ihrer Spitze 
eben die Wasseroberfläche und hielten den Schwimmer selbst 
in stabiler Lage ganz unter Wasser. So wurde aus 19 Einzel- 
messungen der Zeit die der Schwimmer gebrauchte um 2, 
bzw. 1 cm zurückzulegen, das Mittel genommen. Es ergab sich 


U' = a cm/sec für die Strömungsgeschwindigkeit im Kasten. 


Durch Multiplikation mit , dem Verhältnis der Kastenbreite 


zur Spaltbreite, ergab sich hieraus die Ausströmungsgeschwin- 
digkeit im Spalt zu U = 5,80 cm/sec. Beim Schneidenabstand 
f = 2,2 cm ergab sich die Pendelungsfrequenz zu N = 1,075. 
Das Produkt aus Pendelungsfrequenz mal Schneidenabstand 
beträgt hier also N. f= 2,37. Für die Wirbelgeschwindig- 
keit ergab sich als Mittel aus 43 Einzelmessungen der Wert 
2,41 cm/sec. Die oben abgeleitete Beziehung N-f=u ist 
hier in der Tat gut erfüllt. Aus dem eben angegebenen Werte 
von U berechnet sich 


AT = 0,41. 


Die Konstante a’ ist nun in der Tat gleich dem Verhältnis der 
Wirbelgeschwindigkeit zur Strémungsgeschwindigkeit, denn hier- 
fiir berechnet sich in sehr guter Ubereinstimmung ee = 0,42, 
Diese Gleichung muß natürlich erfüllt sein, da ja schon die 
vorhergehende Gleichung N - f= u durch die Versuche be- 
stätigt ist. 

Der hier gefundene Wert 0,41 für den Ausdruck 7 stimmt 


nun zwar gut mit dem von Göller (a. a. O.) erhaltenen, der 
als Mittel von fünf bei verschiedenen Schneidenabständen ge- 
fundenen Zahlen den Wert 0,42 angibt, weniger gut jedoch 
mit den Zahlen von J. Rieth, der als Mittelwert 0,50 findet, 
und mit den an der Wasserlamelle erhaltenen Zahlen von 
_Schmidtke, der im Mittel auch etwa 0,50 erhielt. Um nun 

meine Beobachtungen mit denen Schmidtkes besser ver- 
gleichen zu können, wurde der von letzterem benutzte Keil von 
3,7cm Seitenlänge und einem Schneidenwinkel von 52° anstelle 
des oben benutzten eingesetzt. Da ferner bei den Spalttönen 
die Proportionalität der Tonhöhe mit der Ausströmungsgeschwin- 
digkeit nur für nicht zu enge Spalten gilt, so wurde die Spalt- 
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breite aus Vorsicht auf 4 mm erweitert. Schließlich wurde 
die Messung der Wirbelgeschwindigkeit erhöht, indem’ statt der 
einfachen Stoppuhr zur Messung der Zeiten ein Chronograph 
benutzt wurde. Dieser!) war eine Kopie des nach den An- 
gaben von A. v. Brunn?) für die Sternwarte der Naturforschen- 
den Gesellschaft in Danzig konstruierten. Bei der angewandten 
Belastung von 50 kg betrug die vom Papierstreifen während 
einer Sekunde durchlaufene Strecke 2,55 cm. Bei den hier 
zu messenden Zeiten von etwa 0,3 Sekunden wäre eine Stopp- 
uhr ganz unzureichend gewesen, während die Messung mit 
Hilfe des Chronographen gut gelang. 

Vor allem wurde aber auch noch die Genauigkeit der 
Messung der Ausströmungsgeschwindigkeit U erhöht. Dies ge- 
schah einfach in der Weise, daß die aus dem Bassin pro Se- 
kunde ausfließende Wassermenge gemessen wurde. In der 
Regel wurde die in 15 Sekunden ausfließende Menge mit einem 
Meßzylinder gemessen. So ließ sich die Ausflußgeschwindig- 
keit genau und sicher bestimmen ohne die Bedenken, denen 
die oben geschilderte indirekte Methode immerhin noch aus- 
gesetzt ist. Es ergab sich, daß die mit dem oben beschriebenen 
großen Schwimmer bei sehr sorgfältigem Messen erhaltenen 
Werte mit den sichereren aus der Ausflußmenge bestimmten 
in hinreichender Übereinstimmung waren. 

So ergab sich in dem folgenden Versuch die Ausfluß- 
"Menge zu 


275 „ 


im Mittel also zu 274,6 cm?. Da die Spaltbreite 0,40 cm und 
die Wasserhöhe im Spalt 6,5 cm betrug, so ergibt sich 


2146 


7,04 cm/sec. 


1) Für die liebenswürdige Überlassung des Chronographen spreche 
ich Hrn. Prof. Dr. Eggert auch an dieser Stelle meinen verbindlichsten 
Dank aus. 

2) A. v. Brunn, Schriften der Naturforsch. Ges. zu Danzig, N. F. 
12. 4. Heft. 1910. 
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Die Messung nach der indirekten Methode mit dem Schwimmer 
ergab in diesem Fall 7,26 cm/sec; es soll jedoch hier mit dem 
sichereren ersten Werte gerechnet werden. In der Regel 
waren die nach der indirekten Methode mit Hilfe eines 
Schwimmers bestimmten Werte zu klein. 

Zunächst wurde nun die Konstanz des Produktes N - / bei 
verschiedenen Schneidenabständen f geprüft; die Pendelungs- 
frequenz. N wurde wie oben aus der Zeit für 20 Pendelungen 
bestimmt. "So ergab sich die folgende Tabelle. 


Tabelle 1. 


f 


1,35 cm | 
1,50 „ 
1,90 ” 


Das Produkt N - f ist also in der Tat gut konstant. Es 
ist das vor allem ein sicheres Kriterium dafür, daß keine Eigen- 
schwingung des Wassers im Bassin störend eingewirkt hat, eine 
Störung, auf die schon E. Schmidtke in dem zuerst von ihm 
benutzten Gefäße gestoßen war, die ich aber auch in dem in 
den späteren Versuchen von Schmidtke und hier benutzten 
großem Bassin gelegentlich wiederfand, wenn gerade die Aus- 
strömungsgeschwindigkeit U unglücklich gewählt war. In solchem 
Falle war die Pendelungsfrequenz weitgehend unabhängig vom 
Schneidenabstand; man erkennt diesen Zustand leicht daran, 
daß dann in dem ganzen Bassin die Wassermasse in deutlicher 
Schwingung, wenn auch nur mit kleiner Amplitude begriffen 
ist, was man an den auf der Oberfläche schwimmenden Kon- 
glomoraten von Aluminiumpulver leicht konstatiert. Diese Re- 
sonanz entspricht also ganz der Resonanzwirkung der Pfeifen- 
rohre, deren Wirkung schon von R. Wachsmuth (a. a. 0.) 
eingehend auseinandergesetzt ist. 


Die Wirbelgeschwindigkeit u wurde hier gemessen, indem 


mit dem Chronographen die Zeit bestimmt wurde, in der die 
Wirbel den Weg von 1 cm zurücklegten; die Wirbel waren bei 
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Verwendung des kurzen Keiles nicht gut auf längeren Strecken 
zu beobachten. Die Messungen waren infolgedessen recht 
schwierig und anstrengend. Es wurden so für die Zeiten, die 
ein Wirbel zum Durchlaufen einer Strecke gebrauchte, folgende 
Werte erhalten: 


0,36 0,42 0,82 
0,32 0,86 0,34 
0,24 0,30 0,82 
0,26 0,36 0,36 
0,34 0,82 0,29 
0,42 0,30 0,32 
0,42 0,40 0,82 
0,30 


Das Mittel aus diesen Zahlen ist 0,336, folglich wird 


cm 


1 


Dieser Wert stimmt mit dem Mittelwert 2,65 aus den obigen 


Werten für N.f in Anbetracht der Schwierigkeit der Be- - 


stimmung von u hinreichend überein. 


Der natürliche Wirbelabstand bei frei ausströmender La- 
melle ohne gegenüberstehende Schneide, der ja gleich dem 
4,9fachen der Spaltbreite (0,19 cm) ist, wäre also hier gleich 
0,93 cm; die resonanzartige Wirkung der Stauung an der 
Schneide hat also den Wirbelabstand bis auf 1,9 cm, also auf 
mehr als das Doppelte vergrößert. Bei einer geringeren weiteren 
Vergrößerung des Schneidenabstandes tritt deshalb der Oktaven- 
sprung und damit die Verringerung des Wirbelabstandes auf 
die Hälfte ein; nach dem unten angegebenen Versuch ist dies 
bei einem Schneidenabstand von 2,4cm bereits eingetreten. Da- 
durch wird der erzwungene Wirbelabstand, der dann 1,2 cm 
beträgt, dem natürlichen Wirbelabstand von 0,93 cm in der 
Tat stark genähert, der „Zwang“ wird also durch den Oktaven- 
sprung stark herabgesetzt. 


Durch Vergrößerung des Schneidenabstandes wurde nun 
das zweite Schwingungsintervall erhalten, in dem, wie oben 
auseinandergesetzt, der Wirbelabstand gleich dem halben 
Schneidenabstand ist. Es ist dies also der Zustand nach dem 
ersten Oktavensprung oder der Verdoppelung der Pendelungs- 
frequenz. Hier ergaben sich folgende Werte: 
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Tabelle 2. 
| wept 
2,4 cm | 2,40 | 5,76 | 0,82 


Der Ausdruck rn . a hat also den Wert 0,41, stimmt 


also mit den fiir das erste Intervall gefundenen Werten fir 
Nf/U gut überein. 
Für dies Intervall muß nach dem obigen 


N= oder 


DENE 


sein. 

Für u ergab sich als Mittel aus 12 Einzelmessungen der 
Wert 3,02, der mit 3 Nf= 2,88 hinreichend übereinstimmt, 
Das Verhältnis u/U ist also in der Tat im zweiten Intervall 
dasselbe wie im ersten. 

Der hier wie in den Schmidtkeschen Messungen benutzte 
Spalt unterscheidet sich von den in den akustischen Versuchen 
von Göller und Rieth benutzten dadurch, daß hier dünne 
Spaltwände unter einem Winkel. von 70° aufeinander treffen, 

während dort ein mehrere Zenti- 


meter tiefer Spalt aus parallelen » 
Wänden benutzt wurde. Um zu 


sehen, ob hierdurch vielleicht 
eine Veränderung der Konstante 
N.f]U bedingt sein könnte, setzte 


Fig. 4. ich in den bisherigen Spalt einen 

ebenfalls aus !/, mm dickem Blech 

bestehenden, 3,9 cm langen und 0,3 cm breiten Spalt ein, so 
daß nun der Spalt die Form der Fig. 4 besaß. ~ 

Bei dem hiermit angestellten Versuche ergab sich als 

Mittel fir die in 15 Sekunden ausgeflossene Wassermenge 

270 cm?; daraus berechnet sich, da die Wasserhöhe in dem 

0,3 cm breiten Spalte 6,55 cm betrug, die Ausstrémungsgeschwin- 

digkeit zu 


270 em 
6,55 0,80 038 
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Die bei dieser Strömungsgeschwindigkeit bei zwei ver- 
schiedenen Schneidenabständen f erhaltenen Werte für N, 
N.f und N.f/U im ersten Pendelungsintervall sind in der 
folgenden Tab. 3 wiedergegeben. 


Täbelle 3. 
N-f 

N 
1,60 em 2,30 3,68 0,40 
1,85 5, 1,90 8,52 0,88 


Also auch hier ergibt sich für den Ausdruck V-f/U wieder 


nahezu der Wert 0,40, die Form der Austrittsöffnung der La- 
melle hat also offenbar recht wenig Einfluß auf den Wert dieser 
Konstanten. Der früher von Schmidtke an Flüssigkeits- 


lamellen gefundene Wert 0,50 ist jedenfalls zu groß, die Ab- ~ 


weichung dürfte in der sehr schwierigen und nicht sehr zu- 
verlässigen indirekten Bestimmung der Ausflußgeschwindigkeit U 
mit Hilfe suspendierter Aluminiumteilchen begründet sein. Hier- 
nach wäre auch wohl für die akustisch bestimmten Werte des 
Ausdrucks N. f/U anzunehmen, daß der von Göller gefundene 
Wert 0,42 richtiger ist, als der später von Rieth gefundene 
Werth 0,50. 

Die von Göller sowohl wie von Rieth gefundene geringe 
Zunahme des Ausdrucks V.f/U-i, worin für i jeweils die 
Zahl des betreffenden Intervalls einzusetzen ist, dürfte wohl in 
den höheren Intervallen nach Rieth durch die Abnahme der 
Strömungsgeschwindigkeit infolge des Energieverlustes durch 
Reibung zu erklären sein. 

Die hier gegebene Wirbeltheorie der Schneidentöne wird 
also durch die Versuche durchaus bestätigt. 

Über den Zusammenhang der Schneidentöne mit den 
Pfeifentönen läßt sich kurz noch folgendes sagen: Durch ein 
angesetztes Resonanzrohr werden die Schneidentöne zu Pfeifen- 
tönen. Bei ihnen regelt, wie das R. Wachsmuth (a. a. 0.) ein- 
gehend und klar dargelegt hat, die Eigenfrequenz des Resonanz- 
rohres in weiten Grenzen die Frequenz des Schneidentones. 
Der Vorgang der Schwingungserregung in einer Pfeife entspricht 
also einem doppelt gekoppelten Systeme, bei dem zunächst die 


Annalen der Physik, IV. Folge. 62. 46 
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Frequenz der Spalttöne durch den Schneidenabstand bzw. die 
Maulweite, die Frequenz der Schneidentöne wiederum durch 
den Einfluß des Pfeifenrohres resonanzartig beeinflußt wird. 
Beiden Resonanzvorgängen sind Grenzen gezogen, außerhalb ' 
deren das Mitschwingen versagt. Zu einem maximalen Mit- 
schwingen bzw. Ansprechen der Pfeife müssen also Spaltbreite, 
Maulweite und Resonanzrohr aufeinander abgestimmt sein, 
Immer aber ist zu berücksichtigen, daß wegen der starken 
Dämpfung weder der erste, noch der zweite resonanzartige 
Schwingungsvorgang eine esnaue Abstimmung erfordert, daß 
vielmehr die zulässigen Grenzen, innerhalb deren noch ein 
Mitschwingen stattfindet, sehr weite sind. 

Der Vorgang der Schwingungserregung in Pfeifen kann 
hiernach wohl im wesentlichen als aufgeklärt betrachtet werden. 


 Danzig-Langfuhr, Physik. Institut d. Techn. Hochschule. 


(Eingegangen 5. Januar 1920.) 
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2. Radiometerkräfte und Ehrenhaftsche 
Photophorese'); 
von A. Rubinowicz. 


(I. Mitteilung.) 


Einleitung. 

F. Ehrenhaft?) hat in einer mit großem experimen- 
tellen Geschick durchgeführten Untersuchung gezeigt, daß 
kleine Kügcichen, mit einem Radius von der Größenordnung 
10-5 cm, einseitig mit stark konzentriertem Lichte bestrahlt, 
je nach ihrer materiellen Beschaffenheit sich entweder dem 
Liehte zu oder vom Lichte weg bewegen. Die hier wirksamen 
Kräfte bezeichnet Ehrenhaft als „positiv“ bzw. „negativ“ 
photophoretische Kräfte. Aus den bisherigen Untersuchungen 
von Ehrenhaft und I. Parankiewicez*) scheint hervor- 
zugehen, daß diese photophoretischen Kräfte vom Drucke, 
sowie von der chemischen Beschaffenheit des das Kiigelchen © 
umgebenden Gases völlig unabhängig sind. Ehrenhaft zieht 
daraus den Schluß, daß es sich bei der Photophorese daher um 

‘ Kräfte handle, die allein der Wechselwirkung zwischen Licht 
und Materie entspringen und nicht etwa, wie die Radiometer- 
kräfte, durch das umgebende Gas mitbedingt werden. Da ein 


1) Anm. bei der Korrektur (20. Februar 1920). Durch ein bedauer- 
liches Versehen, auf das mich Frl. Dr. Norst freundlichst aufmerksam 
machte, habe ich in dem ursprünglich an die Redaktion eingeschickten 
Manuskripte den hier mitgeteilten Rechnungen gerade die entgegen- 
gesetzte Einfallsriehtung des Lichtes zugrunde gelegt, als es Debye in 
seiner hier benutzten Arbeit tut. Dies hat auf unsere Rechnungen 
keinerlei weiteren Einfluß, als daß in dem Ausdruck für die Radiometer- 
kraft das Vorzeichen geändert werden mußte. Dadurch sah ich mich 
auch veranlaßt, einen Teil der Diskussicn der vorliegenden ersten Mit- 
teilung durch die Ausführungen in der anschließend folgenden Mitteilung 
zu ersetzen. Die in dieser ersten Mitteilung bei der Korrektur sonst 
geänderten Stellen sind zwischen zwei Sterne *...* gesetzt. 

2) F. Ehrenhaft, Ann. d. Phys. 56. 8.81. 1918. 

3) I. Parankiewicz, Wien. Ak. Ber. Ila, 127. S. 1445, 1918. 
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„negativer“ Lichtdruck nicht bekannt ist, würde die Ehren- 
haftsche Auffassung, besonders bei der Deutung der negativen 
Photophorese, das Vorhandensein neuer, bisher unbekannter 
Naturkräfte postulieren, die die Einheitlichkeit unseres heutigen, 
‘ recht harmonischen Weltbildes zerstören und daher mit gutem 
Grunde als äußerst unwillkommene Eindringlinge gelten müßten, 
So ist also das Bestreben wohl begreiflich, die Ehrenhaftschen 
Versuche ohne Annahme neuer Kräfte zu deuten. 


Für eine derartige Erklärung wird man vor allem. die 
Liehtdruck- und Radiometerkräfte in Betracht zu ziehen haben, 
Während nun der Lichtdruck auf Kugeln von beliebigem 
Material nach den Untersuchungen von Debye!) berechnet 
werden kann, sind die auf ein Kügelchen ausgeübten Radio- 
meterkräfte noch nicht einmal abgeschätzt worden. Die vor- 
liegende Arbeit hat daher zum Ziele, diese Radiometerkräfte 
exakt zu berechnen, um dadurch die Grundlage für die Ent 
scheidung des Photophoreseproblems zu schaffen. 

*Da die direkte numerische Auswertung unseres strengen 
Ausdruckes für die Radiometerkraft sehr langwierige Zahlen- 
rechnungen erfordert, begnügen wir uns hier zunächst damit, 
für eine erste Orientierung mit Näherungsformeln zu arbeiten; 
und zwar wollen wir in der vorliegenden ersten Mitteilung 
Näherungsformeln aufstellen für den Fall eines gegenüber der 
Wellenlänge des einfallenden Lichtes kleinen und in der an 
schließend folgenden Mitteilung für den Fall eines großen 


Radius. Dabei beschränken wir uns in der zweiten Mitteilung 


auf sehr schwach absorbierende Substanzen. Unsere Rech- 
nungen ergeben nun, daß für (gegenüber der Wellenlänge) 
kleine Kugeln die Radiometerkraft im Sinne einer positiv —, 
für große, schwach absorbierende, im Sinne einer negativ 
photophoretischen Kraft wirkt. Unter diesen Umständen ist 


es verständlich, daß die numerische Berechnung der Radio- 


meterkraft im Falle der Ehrenhaftschen Versuchsbedin- 
gungen auf große Schwierigkeiten stößt. Denn Ehrenhaft 
benutzt bei seinen Versuchen das kontinuierliche Spektrum 
einer Bogenlampe und Teilehen von der Größenordnung der 
Wellenlänge des verwendeten Lichtes. Die von ihm beob- 


achteten Kräfte sind also (abgesehen vom Lichtdruck) als _ 


1) P. Debye, Ann. d. Phys. 30, 8. 57. 1909. 
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Resultat der Superposition positiver und negativer (für große 
und kleine Wellenlängen) Radiometerkräfte anzusehen. Bei 
der Berechnung müßte man daher schrittweise vorgehend in 
einem großen Gebiet des Spektrums unsere exakte Formel 
auswerten, da die Näherungsformeln nur in dem Grenzfalle 
sehr großer und sehr kleirer Wellenlärgen Giltigkeit haben. 


Für einen exakten Vergleich der Theorie mit der Erfahrung 
wäre es daher notwendig, Versuche mit monochromatischem 
oder wenigstens annähernd moncchromatischem Lichte anzu- 
stellen, um so die exakte numerische Auswertung - unserer 
Formeln praktisch durchführbar zu machen. Selbstverständ- 

lich müßten für die zur Prüfung der Theorie angestellten 
“Versuche alle in unseren Formeln auftretenden Daten be- 
kannt sein.* : 

Der Berechnung der Radiometerwirkung, die eine ein- 
seitig bestrahlte, in einem Gas befindliche Kugel erleidet, liegt 
naturgemäß folgender Gedankengang zugrunde. Die von der 
Kugel absorbierte Lichtenergie erwärmt sie, so daß ihre ver- 
schiedenen Teile verschiedene Temperatur besitzen. Durch 
Betrachtung der Impulsänderung, die die auf das Kiigelchen 
auftreffenden Gasmolekiile erleiden, kann man dann den Druck 
des Gases auf das getroffene Oberflichenelement in seiner 
Abhängigkeit von dessen Temperatur berechnen. Damit ist 
das Radiometerproblem auf ein Wärmeleitungspro blem zurück- 
geführt, nämlich auf die Berechnung der Temperaturverteilung 
auf der Oberfläche der Kugel. Dieses Wärmeleitungspro blem 
ist nun einerseits durch die Wärmeleitungsgleichung, anderer- 
seits durch eine Randbedingung bestimmt, die nur besagt, in 
welcher Weise die Wärme durch die auftreffenden Moleküle 
von der Kugeloberfläche in das Gas wegtransportiert wird. 


Unsere Arbeit zerfällt dem Wesen der Sache nach in zwei 
Teile: In dem ersten weit kürzeren, werden im wesentlichen 
nach Arbeiten von Knudsen!) die Formeln angeführt, die 
das gaskinetische Problem lösen, d. h. die Abhängigkeit des 
Radiometerdruckes von der Temperatur des Oberflächen- 
elementes bestimmen und den theoretischen Wert für die 
äußere Wärmeleitfähigkeit angeben, die ihrerseits die Rand- 


1) M. Knudsen, Ann. d. Phys. 32. S. 809..1910 und 34. 8. 593. 
1911. | 
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bedingung unseres Wärmeleitungspro blems festlegt. Der zweite 
Teil enthält die Lösung des Wärmeleitungsproblems und den 
Vergleich zwischen Theorie und Erfahrung soweit dies hier 
eben schon durchführbar ist. 


I. Garkinetische Betrachtungen. 


In diesem Abschn:tt betrachten wir zunächst ein in einem 
Gase eingebettetes, materielles Kügelchen, auf dessen Ober- 
fläche eine Temperaturverschiedenheit herrscht und fragen 
uns nach der Kraft, die es unter dem Einfluß seiner Umge bung 
erfährt. Diese Radiometerkraft ist gegeben durch: 


K = [ Peos af, 


wo ® den Winkel bedeutet, den die dem einfallenden Lichte 
entgegengesetzte Richtung mit dem Radiusvektor (vom Kugel- 
mittelpunkt aus) nach dem Flächenelement df einschließt 
und P der Radiometerdruck des Gases auf df ist. Bezeichnen 
wir ferner mit g’ den Winkel, den die Ebene durch die 
Richtung des einfallenden Lichtes und den Radiusvektor 
2 mit einer festen, durch die Richtung des einfallenden Lichtes 
gelegten Ebene bildet und schließlich mit r’ den Radius- 
vektor (die Punkte der Kugeloberfläche seien durch r’ =a 
gegeben), so haben wir ein System von, Polarkoordinaten 
r’, p’, ®, in dem sich das Flächenelement df ausdrückt durch: 


Zur Berechnung der Kraft K ist es also notwendig, den Radio- 
meterdruck P, den das umgebende Gas auf unser Kiigelchen 
ausübt, in seiner Abhängigkeit von den Koordinaten der Ober- 
fläche g’ und # anzugeben. 

Dabei genügt das Vorzeichen von K der Ehrenhait- 
schen Terminologie; es entspricht nämlich dem positiven 
Vorzeichen von K eine Kraft, die das Teilchen in der Rich- 
tung der forteilenden Lichtwelle treibt, also eine positiv 
photophoretische Kraft, während wir es bei negativem Zeichen 
von K mit lichtnegativer Photophorese zu tun haben. Wir 
wollen aber im folgenden durchwegs, um den Ursprung der 
von uns zu rechnenden Kraft K zu betonen, die Kraft K ak 
Radiometerwirkung bezeichnen. 
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Für den. Radiometerdruck P erhält man nun mit Hilfe 
gaskinetischer Uberlegungen in erster Näherung den Wert): 


wo R die auf ein Mol bezogene Gaskonstante, 6 die Dichte 
des Gases, M dessen Molekulargewicht und t den Tempe- 
raturüberschuß des Oberflächenelementes gegenüber der Tem- 
peratur des umgebenden Gases bedeutet. y ist der Ak- 
kommodationskoeffizient, ein Zahlenfaktor, der im wesent- 
lichen besagt, inwieweit das Molekül, das an einem Körper 
reflektiert wird, dessen Temperatur bei der Reflexion an- 
nimmt und der selbstverständlich von der Natur des Gases 
und der die Moleküle reflektierenden Oberfläche abhängt. 
y ist stets kleiner als 1 und erreicht diesen Wert nur an ,,voll- 
kommen rauhen“ Oberflächen. Für blankes Platin in H, hat 
y z. B. den Wert 0,358; in O, den Wert 0,835, für stark plati- 
niertes Platin in H, ist y = 0,712, in O, hat es den Wert 0,956, 
für Glas in H, 0,26 usw. 

Es ist zu bemerken, daß der oben angege bene Ausdruck 
für P nur dann verwendet werden darf, wenn die Dimensionen 
der Kugel klein sind gegenüber der freien Weglänge des Gases. 


Alle folgenden Überlegungen gelten daher nur unter dieser 
Annahme. 


Setzen wir unseren Wert für P in den Ausdruck für die 
Radiometerkraft K ein, so erhalten wir endlich 


ke t cos df 


p'=0 


Nun wollen wir noch die Randbedingung für das im 
folgenden zu behandelnde Wärmeleitungsproblem angeben. 
Bie folgt einfach aus der Tatsache, daß die, von den an dem 
Flächenelement d f reflektierten Molekülen weggeführte Wärme- 


1) M. Knudsen, a. a. O. Wir benützen den von M. v. Smo- 
luchowski (Ann. d. Phys. 35. S, 983. 1911, Formel 20, S. 1002) an- 
gegebenen Ausdruck für P, indem wir gleichzeitig dem Umstande 
Rechnung tragen, daß t eine kleine Größe ist. 
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menge gleich sein muß derjenigen, die durch dieses Flächen- 
element hindurchdringt. Die erstere nun ist nach Knudsen 
gleich 


_ 


wenn ¢, und ¢, die beiden spezifischen Warmen des Gases 
und T seine Temperatur bezeichnen. Die durch das Flächen- 
element hindurebströmende Wärmemenge hingegen ist 


w 


wenn w den Wärmeleitungskoeffizienten bedeutet. Die Gleich- 
setzung der beiden letzten Ausdriicke liefert dann die gesuchte 
Randbedingung: 


Ot 
(2) >, =0, 


wo h, der äußere Wärmeleitungskoeffizient, gegeben ist durch 
(8) 


Zahlenmäßig erhalten wir für den Fall, daß das Gas sich 
bei der Temperatur T = 278 und unter dem Drucke p = 10° dyn 
befindet, nach Knudsen für h in H, den Wert h = y-10,968 
4,188 107 =y° 4,598 108 9 in den Wert 

h = y 2,808 - 4,188 10° = y - 1,174 - 10° 

Wenn wir uns im vorangehenden auch vollständig auf 
den Standpunkt von Knudsen gestellt haben, wollen wir 
uns doch nicht verhehlen, daß er nicht in jeder Hinsicht be- 
friedigend ist. Jedenfalls steht es aber fest, daß die Knud- 
senschen Angaben sicherlich die riehtige Größenordnung geben 
und dies genügt vorläufig vollständig für unsere Zwecke. 
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II. Betrachtung über die Temperaturverteilung in der Kugel. 
8 1, Formulierung der Wärmeleitungsaufgabe. 


Nach den im ersten Teile entwickelten Überlegungen 
ist die auf ein Kiigelchen wirkende Radiometerkraft K durch 
die Temperaturverteilung t an der Oberfläche des Kügelchens 
gegeben und es erwächst uns daher die Aufgabe, diese Funktion 
t zu bestimmen. Zunächst muß + der Differentialgleichung 


genügen, worin s die spezifische Wärme, d die Dichte, w die 
Wärmeleitfähigkeit, o die elektrische Leitfähigkeit und € den 
Vektor der elektrischen Feldstärke in irgendeinem Punkte im 
Innern des Kügelchens bedeutet. Der letzte Term in unserer 
Gleichung bezeichnet dabei die Wärmemenge (Joulesche Wärme), 
die dem betreffenden Punkte unserer Kugel von der’ sie durch- 
eilenden Lichtwelle zugeführt wird. Da € eine bekannte Funk- 
tion ist, so wird durch die Gleichung (4) im Verein mit der 


_ Randbedingung (2) der Verlauf von t innerhalb der Kugel 


vollständig bestimmt. Die Funktion r hängt also ganz wesent- 
lich von der elektrischen Feldstärke € ab. Wir wollen daher 
zunächst im folgenden $2 den bekannten Ausdruck für € 
anführen. Im § 8 wird dann, um den Gang der späteren Über- 
legungen nicht zu unterbrechen, eine Greensche Funktion 
angegeben. Unsere eigentlichen Erwägungen zur Lösung der 
Gleichung (4) entwickeln wir schließlich in § 4. 


$ 2. Das elektr’sche Feld innerhalb der Kugel. 

Wir wollen hier den Ausdruck für die elektrische Feld- 
stärke innerhalb der durchstrahlten Kugel in der mathematisch 
sehr eleganten Form wiederge ben, die von P. Deb ye?) herrührt. 

Denken wir uns ein System von Polarkoordinaten r, @, ® 
bestimmt, das genau ebenso gelegen ist, wie das im ersten 
Teil angegebene System r’, gy’, 9; bezeichnen wir ferner die 
Komponenten von € nach diesen Koordinaten mit E,, E,, Ey 
und setzen wir endlich — 


(6) E,— RR“), Ey = 
(w ist dabei die Anzahl der Lichtschwingurgen in 2 sec), 


1) P. Debye, Ann. d. Phys. 30. 8.57. 1909. 
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so bestimmt sich nach Debye R, F und T aus zwei Potentialen 
TI,‘ und in nachstehender Weise: 


(6) 


rsn® 
1 
97 öröds der 


Bezüglich der hier auftretenden Konstanten ist dabei 
folgendes zu merken. Wir bezeichnen mit: 


worin & die Dielektrizitätskonstante, # die Permeabilität, 
c die Lichtgeschwindigkeit bedeutet und ¢ = Y—1 ist. ©, e, u 
und o werden dabei in rationellen Heavisideschen Einheiten 
gemessen. Fügen wir nun einer der in (7) eingeführten Größen 
den Index 4 oder a bei (z. B. K,, k;', k,“ usw.), so soll damit 
angezeigt werden, daß die auftretende Konstante für das 
Medium innerhalb bzw. außerhalb der Kugel zu nehmen ist 

Die in (6) auftretenden Potentialfunktionen 77,’ und 77, 
sind nun durch die folgenden Reihen gegeben: 


| = S (Kr) 9), 
(8) 


worin B,} und B,? später noch anzugebende Konstante sind 
und die Funktionen y, und P„! in folgender Weise definiert 
werden. y, ist eine Lösung der Differentialgleichung: 


(9) + (1- y,@ = 0, 


die sich im Punkte x = 0 regulär verhält und durch nachstehen- — 
den Ausdruck bestimmt wird: 
n+1 


| w, (2) = (“7 (2) 


..(2n +1) 
(10) 
+3 2n+5 
2 2 


6? 

3 2 i 

13 R= Art + 
Og 

y 
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Jn41, ist dabei die im Punkte = 0 reguläre Besselsche Funk- 
tion J, mit dem Index »=n +}. 

Für die numerische Bereehnung der Funktionen y, und. 
ihrer Ableitungen sind dabei folgende Rekursionsformeln von 
besonderem Vorteil: 


| (2n + 1) vole) + 41) 
Eine zweite, noch in diesem Paragraph zu verwendende 


Lösung der Gleichung (9), für die ebenfalls die Zusammen- 
hangsformeln (11) gelten, wird durch die Funktion: 


1 
(n+l) _, 
=e 2" PERF 


22 1! (2x)? 2! 


- n(n+1) 1 (n — 1) n(m + 1) (n+ 2) 


gegeben, wo H,„;,(2) die Hankelsche Funktion zweiter Art 
mit dem Index n + 3 ist, die mit der früher angeschrie benen 
Besselschen Funktion durch die Relation zusammenhängt: 


H,(z)=— 


Die in (8) auftretende Funktion P,„! (cos @) ist die erste 
zugeordnete Kugelfunktion der gewöhnlichen zonalen Kugel- 
funktion P, (cos 9) und wird - bestimmt eae die Gleichung 


siny 2 


(13) P}(cos#) = — P, (cos 9) = sin cos#. 

Die im folgenden gelegentlich Br vte zugeordnete 
Kugelfunktion P% (cos 9) der ersten Kugelfunktion definieren 
wir, in Verallgemeinerung der Gleichung (13) mit F. Neumann 
durch die Gleichung?): 

P,’ (cos 9) = sin” ee — P (cos 9). 
Um die Einheitlichkeit der ea zu wahren, werden 
wir auch schreiben: 
P,, (cos 9) = P„ (cos ®). 


1) Wangerin, Enzyklopädie d. math, Wissensch, II, A, 10. 8.711. 
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Die in (8) auftretenden Konstanten B„! und B,? sind 
durch die folgenden Gleichungen bestimmt: 


Bem Kea) Kaye (Kea) — Koby’ (Kaa) Koa) 
n(n +1) Kı we a) — Kaba’ 


Dabei ist z. B. unter £,'(K,r) zu verstehen HIER Cn (Kat). 


Aus den Formeln (6) und (8) ergeben sich endlich die 
nachstehenden Ausdrücke für R, F und T: 


(14) 


R= In (n+ 1) 2,! (cos 9), 


Wa’ (. P,' (cos 9) 
sin 


+ k,i Px! (cos 93], 


Wn’ (K,r) d 


r sin 9 


Der Ausdruck für R ist hier mit Rücksicht auf die Differen- 
tialgleichung (9) schon gleich vereinfacht angeschrieben. 


§ 8. Die Greensche Funktion für die Kugel. 3 


Um den Flu8 der im folgenden Paragraph beginnenden 
Ausführungen nicht zu unterbrechen, wollen wir jetzt den 
Ausdruck fiir eine später zu verwendendeGreensche Funktion 
angeben. In den weiteren Überlegungen wird uns nämlich 
folgende Aufgabe entgegentreten. Es ist eine Funktion u zu 
bestimmen, die innerhalb unserer Kugel mit dem Radius a 
der Differentialgleichung 


Au+f(r, 9, 8) =0 
geniigt und an der Begrenzung der Kugel die Rand bedingung 


A 

( 

4 = 
; 

f 

ool 1 
3 
] 
% - 
Fe sing < 

r= 
q 15 
(15) 
cos 
T= 
Ka 

4 

¢ 

Ou 
hu+w—=0 
+ Or 
q 

| , + 


Radiometerkräfte und Ehrenhaftsche Photophorese. 701 


‘erfüllt. Die Lösung unseres Problems wird nun erhalten durch 
das über das Innere der Kugel erstreckte Integral: 


wo dr=r*snddddgpdr 


ein Raumelement und G eine Funktion mit folgenden Eigen- 
schaften bedeutet: 

(A.) Gist mit Ausnahme eines Punktes Q (r, 9, 9) im Innern 
unserer Kugel überall endlich und stetig. Im Punkte Q wird G 
wie 1/o unendlich, wenn @ den Abstand eines varia blen Punktes P 
mit den Koordinaten r’, 9’, 0’ von dem festen Punkte Q bedeutet. 


G läßt sich somit in der Form G => + U darstellen, wo U 


' eine im Innern der Kugel überall reguläre Funktion ist. 

(B.) G genügt der Differentialgleichung AG = 0, woraus 
unmittelbar das Bestehen der Gleichung AU =0 folgt. 

(C.) G erfüllt an der Begrenzung der Kugel die Rand- 
bedingung 

6G 

Dabei sei wie früher a der Radius unserer Kugel. 

Eine solche Funktion G läßt sich nun einfach angeben. 
Bezeichnen wir zunächst mit y den Winkel zwischen r’ und r, 
so ist: 

2_ 2rr' cosy)"h = (1+ — 27-0087) 
= (cos Y), 


wenn P, (cos y) die gewöhnliche zonale Kugelfunktion »ter 
Ordnung bedeutet und wir den Fall r’>r ins Auge fassen. 
Da U nach (B.) der Differentialgleichung AU =0 genügt, 
nach (A.) im Innern der Kugel überall endlich sein soll, so 
kann U mit Rücksicht auf die Symmetrieverhältnisse als eine 
Reihenentwicklung von der Form 

U= S40 P, (cos 7) 


angesetzt werden. Es ist somit 


+4, P, (cos 7) 


x J 

ag 

4 

¥ 

3 
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und 


v 


|- (v + 1) P (cosy). 


v=0 


Zur Bestimmung der Koeffizienten a, ist nun die Rand- 


“ bedingung (C.) zu verwenden, deren Erfülltsein das identische 


Bestehen der Relation 


v=0 
va,ar-1)| P (cosy) = 0 
fordert. 
Daraus ergibt sich der Koeffizient a, zu: 


v uv+ha 
Es ist daher für r’ >r: ; 


| 


| + uv+ha |? P, (cos 7). 


v=0 


Wir müssen noch. ange ben, wie der Ausdruck fiir G lautet, 
wenn wir uns die Punkte P und Q durch die räumlichen Polar- 
koordinaten r’, g’, 9 bzw. r, p, ® festgelegt denken. In diesem 
Falle ist 

cos y = cos + sin 9’ cos (py — 


‘Es wird daher!) 


20—p)! 
(18) P, (cos Pv (cos #) P," (cos) cosu(@— 9), 
wobei ,=% und für e, =1 ist. 

Um somit Gals Funktion von r, 9, ® und 1’, 9,9’ auszu- 
drücken, ist in (17) P, (cos y) einfach durch diesen letzteren 
Ausdruck (18) zu ersetzen. 


$ 4. Reduktion des Wärmeleitungsproblems. 


Es bietet keine Schwierigkeit, die Lésung des in § 1 formu- 
lierten Wärmeleitungsproblems in Form einer Reihenentwick- 
lung anzuschreiben. Wir wollen uns aber vor Augen halten, 
da8 unser eigentliches Ziel die Berechnung der radiometrischen 


1) Vgl. Enzyklopädie d. math. Wiss., a. a. O. S. 713. 
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Kraft K (1) ist und es daher genügt, den Ausdruck für 7 rur 
so weit anzugeben, als dies die FRERUNE des Ausdrucks 
für K erfordert. 


Wir gehen dabei in zwei Stufen vor. Zunächst behalten 
wir nur jene Glieder in der Darstellung von r, die in dieser 
erforderlichen Weise von der Zeit abhängen, und aus diesen 
Gliedern wählen wir sodann jene aus, die zum Integral für 
die Radiometerkraft K einen nicht verschwindenden Anteil 
liefern. Um diese Auswahl der Glieder in der Darstellung 
von t zu treffen, wollen wir den in der Wärmeleitungsgleichung 
(4) auftretenden Ausdruck für o€? betrachten. Zunächst 
denken wir uns (15) in der Form geschrieben: 

(19) | F=(B+iB')sing; 
=(C +i0’)cosp. 
A, A’, B, B’, C, C’ sind dabei reelle Funktionen von r und @. 

Nun ist nach (5)' 

E, =(Acos@t — A’ sing t) cos 9, 

E, =(Bcoswt — B’ t) sin 9, 

Es = (Ccoswt — C’ t) cos g. 
Mithin wird | 
= o + = o [(4?cos?p + B?sin?p 

+ 0? cos? g) cos? at + (4’* cos* + B* sin? p 

+ © *cos* sin? wt — 2(44 cos* p + BB sin? y 

+ CC’ cos?) cos w t sin t] = - [(4? + 42) cos* p 

+ (B? + B’?) sin? p + (C? + C’*) 

+ - [(4° — 4?) cos*p + (B? — sin? y 

+ (0? — cos? gy] cos 2 — cos? 

+ BB’ + CC’ cos* gy) sin 2a 


Denken wir uns nun diesen Ausdruck für «€? in unsere 
Wärmeleitungsgleichung (4) eingesetzt, so sehen wir ohne 
weiteres ein, daß sich die Lösung r von (4), die dem ‘stationären 
Zustande entspricht, in 2 Teile spaltet: in einen Teil #, der 
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von der Zeit nicht abhängt und in einen Teil 7, der sich periodisch 
mit der Zeit ändert. (Die Periode beträgt 1/2m.) Setzen wir 
nun r=T-+T in’den Ausdruck (1) für die Radiometerkraft 
ein, so erkennen wir, daß auch sie sich dann in 2 Terme gliedert, 
von denen der eine K von der Zeit unabhängig, der andere 
K dagegen periodisch mit der Zeit ist. Es ist nun klar, daß 
es für uns genügt, die Kraft K allein zu betrachten. Nehmen 
wir nämlich an, daß unser Teilchen sich in einem Gase unter 
dem Einfluß der Kraft K=K-+K bewegt, so ist der Wider- 
stand, den das Teilchen bei seiner Bewegung erleidet, pro- 
portional seiner Geschwindigkeit und eine einfache Diskussion 
der Bewegungsgleichung zeigt, daß die mittlere: Geschwindigkeit 
des Teilchens bei einer stationären Bewegung durch die Kraft 
K allein bestimmt wird. Es genügt demnach für unsere Zwecke, | 
die Wärmeleitungsgleichung (4) nur für den Fall zu lösen, . | 
wo für o€? der Ausdruck gesetzt ist: 


"—[(42+4’2) cos? g+(B®+ sin? g+(C +02) cos? g] 
2 


+10 +4C’ |?]Jcos 2g. 
Die aufzulösende Gleichung hat also die Gestalt: 


. was mit Rücksicht darauf, daß = von der Zeit nicht abhängt, 
sich zu 


(20) + -|B+iB' |? 
+|C+iC’ |*)cos 29 =( 
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vereinfacht. Dabei unterliegt t derselben Rand bedingung 
wie T, d.h. 


he+wSt 


Dieses Randwert problem (20) und (21) haben wir aber 


schon in $ 3 gelöst, so daß wir die dort angegebene Lösung (16) 


einfäch übertragen können und finden: 
dd dg dr. 
Um unserem Plane entsprechend, in 7 nur jene Glieder zu be- 
rücksichtigen, die zum Ausdruck für die Kraft (1) nicht ver- 
schwindende Beiträge liefern, wollen wir zunächst 7 in seiner 
Abhängigkeit von 9° betrachten. Die Einsetzung des Wertes 
(17) für G zeigt dabei, daß sich 7 in 2 Ausdrücke t* und r** 
spaltet, von denen der erstere von gy’ überhaupt nicht abhängt, 
während der zweite, wie leicht zu erkennen ist, die Gestalt hat: 
T** = M (r’, &) cos 29’ 

und daher bei der für K angezeigten Integration nach g’ ver- 
schwindet. 

Es reduziert sich also unsere Aufgabe jetzt auf die Berech- - 


“nung von 7* allein, das nur für r =a zu nehmen ist, weil 


uns ja nur die Temperaturverteilung an der Oberfläche der 
Kugel interessiert. Bei Ersetzung. von G durch den Ausdruck 


.(17) und (18) und nach Ausführung der Integration nach 


gy erhält t* die Form: 


a a 


1 1 w(vy+1)—ha 
T (a, in 4w af v+1 + wv+ha 
r=0 d=0 v=0 


a 


P, (cos #) 
+ dd dr. 


Dabei ist zu beachten, daß nur die Glieder für a =0 in der 
Darstellung von P, (cosy ) einen Beitrag zum Integral liefern. 

Gemäß unserer Absicht, nur Glieder beizubehalten, die 
am Ausdrucke für die Radiometerkraft K einen nicht ver- 
schwindenden Anteil haben, denken wir uns t durch t* im 
Annalen der Physik. IV. Folge. 62. 47 
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Ausdruck für die Krait AK ersetzt und die Integration nach #’ 
durchgeführt. Mit Rücksicht auf die Tatsache, daß cos 9 = 
P, (cos 9) und im Hinblick auf die bekannten Orthogonalitäts- 
und Normierungseigenschaften der Kugelfunktionen 


0 wenn 


J Pı os 9) P, (cos sin qd? = ¥ wenn y= i 


=0 
folgt nun, daß nur jenes Glied aus t* beizubehalten ist. wir 
hezeichnen es etwa mit uf (a 9), wo »=1 ist. Es ist also 


a 
(a, 0) = f wtha as 
A b=0 
rcos:# 
|C+ tC’ |?) r3 sin 

Die angezeigte Integration nach ® läßt sich nun leicht 
durchführen; nur müssen wir zu diesem Zwecke den Ausdruck 
[4A +%C’|?] näher ins Auge 
fassen. Beachten wir, daß|A +% A’ |? = (A (A+i 4), 
so erhalten wir mit Rücksicht auf die Definition (19) der Größen 
A, A’, B,B’, C,C’ und mit Hilfe der Ausdrücke (15) fir R,F und T: 

P,' (cos #) (cos #) 


pip Kir) (Kir) Pu! (cos 9) (cos 9) 
Il (+ K, K, B, B, sin? 


dag" 
Li m K, 1 
"ad sin + 


VI (+ KK Kin, d 35 75 (cost) 
VII | + &,‘k, vn (Ke 7) (Ker) P,' (cos 9) Pm 


sin? > 
i n K, sl, 
IX K, BD B,? P,“(cos 9): 


- 

; 
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Unter Benützung der von De bye!) angegebenen Relationen 


a 
1 1 1 1 


0. . 2.2.0... mfn—1loder m=n+1,° 


(n — 1)? n(n + 1)? 
=: (en - 1)2n +1 ' 


n?(n + 1) (n + 2)? 


a 


.m=n—|1, 


0 


9 mm + 1) 


f sin Hdd 


0 


| n(n + 1)(n + 2) 


..men+i 
(2n + + 3) 


berechnet sich daher jetzt r,* (a, 9) zu: 


2w-—ha a 1 
(a, 9) = COS F 


Wn (Kr) Yon (Kun 


n=1 


1u.2 
(23) | | + 1)° (m +2)? B Bi, (Kr) 


(2m +1)(2n + 8) 


2(n—1}? n(n+1 = 
By, K; w, (Kur) wa-ı (K;7) 


2n? 1 2 = = 2 
+ Ba Basi K, Kr Wy (Kr) Wass (Ä;r) 


3u4 


1) P. Debye, a. a. 0. 8.95 und Diss. München 1908, 8. 47. 
47* 
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Qn? (n+1)(n+2", 
+ Ba Barry, (Kr) (A; 7) 


5u.6 


(23) 
u. 


| +¢ Ber w(Knw,(K, n| 


Dabei entstehen die Glieder 1 und 2 in (28) aus dem Term I 
unserer Relation (22), die Ausdrücke 3 und 4 aus II und VI, 
die Terme 5 und 6 aus III und VII und schließlich 7 aus IV 
und VIII und 8 aus V und IX. 


Wenn wir in den Ausdrücken 1, 3 und 5 der Relation (23) 
den Summationsindex » durch (n +1) ersetzen, erhalten wir 
schließlich 


j o 1 3 1 
=; 


a w+ha K2K2 ns 


a 2n’(n+1)(n+2) / 
r=0 n=1 
n(K: K, 


2n* (nm + 1)(n+ 2)? 


+ (2n+1)(2n+3) 


{ Br Bias K,K,r w (K,7) (K, 1) 

+ Kr w (Kor) 
+ ky? Biya rw, (Kr) (K; r) 
+ r w, (K;r) Wns (K, r)} 


2n(n +1) , 


+ Qn+1 ! 


K; B, B2 rw, (Kr) 7) 
> k,' K, (K, r) Wr (X, 


Die Einsetzung dieses Wertes für t,* (a, 9) in die Relation (1) 
für K ergibt endlich den definitiven Ausdruck: 
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oo 
1 2n’(n + 1) (n+ 2) 
Bi, Barıd, K)) + Bi Bisa J, (K;, K)} 


(24) + + | Bn Bayi K; K;J,?(K, K)) 


+ Bi Biss K,K,J,2(K,, K) + ky’ ky! BE Bay J,° (K,, K) 
2n(n + 1) 
K, B} BY J,*(K; K;)} ’ 


wobei wir hierin folgende abkürzende Bezeichnungen benützt 
haben: 


r= r=0 
J,°(a,8)= |rw,(ar)w, 4, = fi ry, (ar), (Br)dr. 
r=0 r=0 


Für diese Integrale lassen sich (siehe die II. Mitteilung) 
Rekursionsformeln angeben. 


$5. Vergleich mit der Erfahrung. 


Wir wollen nun an die Frage herantreten, inwieweit mit 
Hilfe des Lichtdruckes und der von ung berechneten Radio- 
meterkraft K die von Ehrenhaft beobachtete photophoretische 
Kraft, ohne Annahme neuer Naturkräfte erklärt werden kann. 
Vor allem ist zu bemerken, daß der Liehtdruck stets in Riehtung 
der einfallenden Liehtwelle wirkt, und daher nur für die Fr- 
klärung der positiven Photophorese herangezogen werden kann. 
Die Radiometerkraft K dagegen, kann sowohl „liehtpositiv“ 
als auch „lichtnegativ‘‘ wirken, da ihr Vorzeichen durch die 
in (24) auftretende Summe bedingt ist. Für die positiv photo- 
phoretischen Stoffe kommt demnach der Lichtdruck und die 
Radiometerwirkung, für die negativ photophoretischen die 
Radiometerwirkung allein in Betracht. Tatsächlich sind in 
Jedem Falle zwar beide Kräfte wirksam; da sie aber meist 
praktisch von verschiedener Größenordnung sind, ist nur die 
jeweils überwiegende zu berücksichtigen. 
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Um nun die Entscheidung in unserer eingangs dieses 
Paragraphen gestellten Frage zu fällen, überlegen wir ung 
zunächst, wie K (ohne Rücksicht auf ihr Vorzeichen) durch 
den Druck, die Temperatur und die Beschaffenheit des um- 
gebenden Gases bestimmt wird. Diese Abhängigkeit wird 


in unserer Formel (24) durch’den Faktor bedingt 


und es sind hier vor allem zwei Grenzfälle von Wichtigkeit. 
Ist, erstens, w> ha, so darf ha gegenüber w vernachlässigt 
werden m. mit Rücksicht darauf, daß nach der Zustands- 


gleie hung % Eis 5, wird die Radiometerkraft K proportional ° 


sein dem "Deak. umgekehrt proportional der Temperatur 
des umgebenden Gases und, bis auf den Akkommodations- 
koeffizienten y, unabhängig von seiner chemischen Natur. 

ist dagegen, zweitens, w< ha, so daß nun w gegenüber 
h a wegzulassen ist, so ist mit Rücksicht auf den Ausdruck (8) 
für h die Radiometerwirkung K nur von der Temperatur, 
dem Molekulargewicht und dem Akkommodationskoeffizienten 
des umgebenden Gases abhängig, dagegen vom Druck voll- 
ständig unabhängig. Was insbesondere die Abhängigkeit 
vom Molekulargewicht betrifft, so müßte K im vorliegenden 


Falle bis auf eine durch den Faktor (= +1)/(@ _ 1) bedingte 
Korrektur (vgl. die Kritik darüber bei Smoluchowski a.a.0.) 


proportional VM sein. — Betrachten wir nun die erfahrungs- \ 
mäßig gegebenen Wärmeleitfähigkeiten w, so haben sie bei 


den für den vorliegenden Zweck in Betracht kommenden 


Substanzen, für die Metalle etwa die Größenordnung 1,01 bis 
0,019 g cal/grad cm sec (Silber und Wismut) für die dielek- 
trischen Stoffe etwa die Größenordnung 4,70-10-4 g cal/grad 
cm sec (Schwefel).4) Um w in C.G.8.-Einheiten umzurechnen, 
sind die obigen Zahlen noch mit 4,188-10? zu multiplizieren, 
so daß sich für w-Werte von der Größenordnung 4,28-107 bis 
7,95-10° bzw. 1,97-10% erg/grad em sec ergeben. 

Nehmen wir nun an, daß wir es mit einem hiigelchen 
von der Größenordnung a = 10” cm zu tun haben, wie dies 
ja bei den Versuchen von Ehrenhaft öfters der Fall ist, so 
berechnet sich ha zu y-4,593-108 bis y- 1,174: 10°erg/grad em sec. 


1) A. Eucken, Ann. d. Phys. 34. S. 185. 1911. 
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Wir ersehen daraus, daß bei den Metallen entschieden w> ha 
ist, daß also hier die Radiometerkraft K proportional dem Druck 
des umgebenden Gases sein muß. . Leider ist für diese Klasse 
von Stoffen, die Abhängigkeit der photophoretischen Kräfte 
vom Drucke, mit Ausnahme des Silbers, nicht untersucht; 
daß sich bei diesem aber eine Druckunabhängigkeit zeigt, 
nimmt uns nicht weiter wunder, da wir allen Grund haben 
anzunehmen, daß hier die beobachtete photophoretische Kraft 
im wesentlichen mit dem Lichtdruck identisch ist. 
Schwieriger liegen die Verhältnisse bei den dielektrischen 
Stoffen. Von Ehrenhaft wurde festgestellt, daß die hei 
Zimmertemperatur stabile Modifikation von Selen „licht- 
negativ“ ist. Nach dem Obigen müßte demnach die hier 
maßgebende Kraft die Radiometerkraft sein. Da nach den 
Versuchen von I. Parankiewiez die photophoretische Kraft 
hier vom Druck unabhängig zu sein scheint, müßte da nach 
unseren Überlegungen w<& ha sein, was auf extrem kleines 
Wärmeleit vermögen des Selens deuten würde. Leider ist aber 
seine Wärmeleitfähigkeit nicht bekannt, so daß dieses Beispiel 
vorläufig nicht zur Entscheidung der Frage herangezogen werden 
kann, ob die hier beobachtete negativ photophoretische Kraft 
etwa mit unserer Radiometerkraft K identisch ist. Die von 
I. Parankiewiez behauptete Gleichheit der negativ photo- 
phoretischen Kräfte in den 3 Gasen, Argon, Stickstoff und 
Wasserstoff ist mit den Ergebnissen unserer Theorie nicht 
recht in Einklang zu bringen. Es müßte ja im Falle w< ha 


die Kraft K proportional YM sein [bis auf den unsicheren 
Faktor (* + 1)/(% _ 1)| und die Radiometerkrafte müßten 


sich in diesen Gasen verhalten, wie y40 ; y28 :V¥2=4,47: 8,74:1. 
Worin die Uisachen dieser Diskrepanz zwischen Theorie und 
Erfahrung liegen, soll erst gepriift werden, wenn die experi- 
mentellen Tatsachen auf einer breiteren und sichereren Basis 
fundiert sind. 

Die Erklärung, die Ehrenhaft für das Auftreten von 
licht positiven Selenteilchen gibt, daß es sich nämlich hier um 
eine metallische Selenmodifikation handelt, erscheint dagegen 
auch von unserem Standpunkt als ziemlich plausibel; wir 
müssen ja berücksichtigen, daß Selen in dieser Modifikation 
andere Materialkonstanten hat, die leicht ein Auftreten posi- 
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tiver Radiometerkräfte oder ein Uberwi gen des Liehtdruckes 
zur Folge haben könnten. 


Beim lichtnegativen Schwefel, wo die EEE Kraft 
nach den Beobachtungen gleichfalls druckunabhängig und dem- 
nach w< ha sein soll, ist im Gegensatze dazu nach den em- 
pirisch gegebenen Daten w > ha. Dazu ist jedoch zu bemerken, 
daß die oben nach Eucken angegebene Wärmeleitfähigkeit 
für amorphen Schwefel in Wirklichkeit einen kleineren Wert 
haben dürfte. Denn Eueken erhält ja für Schwefel, den er 
als ,siedend in die Form gegossen, großenteils amorph (pla- 
stisch)‘* bezeichnet, für w den Wert 4,70-10* g cal/grad cm sec, 
für Schwefel „rhombisch, kristallinisch“ dagegen den größeren 
Wert w= [1,00 - 10% g cal/grad emsec, so daß also anzu- 
nehmen ist, daß die Wärmeleitfähigkeit des amorphen Schwefels 
allein noch kleiner ist als 4,70-10-*g cal/grad em sec. Ob 
aber auch die Größenordnung des wahren Wertes von w für 
amorphen Sehwefel hinreicht, um die Druekunabhängigkeit 
der photophoretischen Kraft heim Schwefel zu sichern, ist 
jedoch nieht abzusehen. 

Ferner ist es auch nicht ganz sicher, in welchem Zustande 
und in welcher Modifikation sich der Schwefel in den Ehren- 
haftschen Partikelehen befindet. Hätte man es z. B. mit 
unterkühltem Schwefel zu tun, so wäre man bezüglich der 
Wärmeleitfähigkeit vollständig im unklaren. Schließlich ist 
auch noch ins Auge zu fassen, daß wenn die Ehrenhaftsche 
Größenbestimmung zu kleine Werte für den Teilchenradius a 
liefert, ha größer und damit die Übereinstimmung zwischen 
Theorie und Erfahrung sowohl bei Se als auch bei S eine 
günstigere wird. 

Um die Rolle, die die Radiometerkraft K bei den Ehren- 
hafts@hen Versuchen spielt, eindeutig festzulegen, ist es nun 
erforderlich, in. jedem einzelnen Falle den Zahlenwert dieser 
Kraft K zu berechnen. Dabei wird uns selbstverständlich 
vor allem interessieren, ob die negativ photophoretischen Kräfte 
im wesentlichen durch unsere Radiometerkraft erklärt werden 
können. Bedauerlicherweise sind jedoch bei den beiden Stoffen, 
Schwefel und Selen, bei denen quantitative Messungen über 
die negative Photophorese vorliegen, nicht alle physikalischen 
Konstanten bekannt. So liegen beim Se überhaupt keine An- 
gahen über die Wärmeleitfähigkeit, heim Schwefel keine Daten 
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über den Absorptionskoeffizienten vor. *Bei Se wäre es über- 
dies noch notwendig, den Brechungs- und Absorptionskoeffi- 
zienten auch im Ultraroten zu kennen, da wie aus der Ein- 
leitung hervorgeht, bei gegebenem Teilchenradius die Radio- 
meterkraft für jede Wellenlänge im Spektrum zu berechnen 
ist.* Bekannt sind dagegen alle erforderlichen Daten zur 
Berechnung von K bei den von Ehrenhaft untersuchten licht- 
negativen Metallen, Wismut und Blei. Für sie aber wird gerade 
eben von Ehrenhaft weder die Größe der photophoretischen 
Kraft noch der Teilchenradius angegeben. Der Vergleich von 
Theorie und Erfahrung kann somit erst dann ganz streng 
durchgeführt werden, wenn die entsprechenden photophore- 
tischen Messungen vorliegen. Es genügt also zum Zwecke der 
Orientierung, wenn wir zunächst K nur in erster Näherung 
berechnen; *und zwar wollen wir hier noch im folgenden die 
Näherungsformeln für kleine, in der .zweiten Mitteilung für 
große Teichenradien angeben.* 


Bei den numerischen Rechnungen ist zunächst zu berück- 
sichtigen, daß im Außenraum w= e =1 und o=0 zu setzen 
ist, während im Innenraum der Kugel # =1 ist. Bezeichnen 
wir mit 


(25) 


den komplexen Brechungsexponenten (» sei der gewöhnliche 
Brechungsexponent, k der Absorptionsindex) so haben wir: 


2 
-@ 2 o 
— 
| k, K, 


#6) | K2 N? 
jeachtet man in den Ausdrücken (14) für B,! und B,? 
diese Relationen, so nehmen die Koeffizienten die Gestalt an: 


1, Wn’ (0) — Sn’ Wn (Q) 


n(n +1). w (No) — (0) Wn (N 0)’ 


wobei e=aK, = a— gesetzt ist. 


Mit Rücksicht auf die Reihenentwicklungen (10) und (12) 
erhalten wir daher in erster Näherung (für e<1): 


‘ 


Tie 
45 5” 15 


1 7 2 , 
3) = J,‘ (a, B) = > B? > 


Somit ergibt sich für K mit der gleichen Genauigkeit : . 

( 

+ konjug. kompl. Größen! . . 

Da nun ween (25) : 


L=[3 + 2v2(1 — + 16 
M = [2 + v2(1 — k*)|? + 4v*k2, 


so gilt somit für o<1: 


Dabei ist im Ausdrucke (24) für K nach (25) ¢ durch 
v*k ersetzt. (A bedeutet hier die Wellenlänge). Dieses 
o rührt nämlich aus dem Ausdruck o €? für die Joulesche 
Wärme her und man überzeugt sich einfach, daß hier nicht 
nur im Geltungsbereich der Maxwellschen Theorie, sondern 
auch bei Vorhandensein von Leitungs- und Dispersionselek- 


41¢ 


Ane 
tronen o durch gegeben wird. 


Unser Ausdruck für K gilt für den Fall, daß die Ampli- 
tude der elektrischen Feldstärke € der einfallenden Lichtwelle 
den Betrag 1 hat. Hat diese Amplitude den Wert A, so ist 
der Ausdruck für K noch mit A? zu multiplizieren. Nun wird 
die räumliche Energiedichte eines elektromagnetischen Feldes 
im Vakuum gegeben durch: 


W=++9%. 
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Handelt es sich nun um eine ebene elektromagnetische Welle, 
so ist ©? = H? und setzt man: 


= A cos (2 +et), 


so ist der zeitliche Mittelwert von W: 
2 


Enthalt also die einfallende Welle pro cm? die Energie IV. so 
ist die von ihr ausgeiibte Radiometerkraft R gegeben durch: 


= 
(29) R=4:K=2WK. 


*Die Diskussion dieser Näherungsformel erfolgt gemein- 
sam mit der auf große @ Werte beziiglichen in der an- 
schließend folgenden Mitteilung II.* 


19. November 1919. 


(Eingegangen 1. Dezember 1919.) 
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und Ehrenhaftsche Photophorese; F: 
von A. Rubinowicz. li 

(II. Mitteilung.) in 


In der vorangehenden Mitteilung') haben wir den Pe N: 
druck für die Radiometerkraft auf ein einseitig bestrahltes it 
Kügelchen abgeleitet; wir haben dort gesehen, daß für kleine ei 
o-Werte?) die Radiometerkraft R das Teilchen in der Richtung pi 
des einfallenden Lichtes zu bewegen sucht, daß mithin in 
diesem Falle keine durch Radiometerkräfte verursachte negative 
Photophorese möglich ist. In der vorliegenden Mitteilung II 
wollen wir nun zeigen, daß für große o-Werte (o>1) für sehr 
schwach absorbierende Substanzen, deren reeller Brechungs- 
index » > i ist, eine negative Radiometerkraft zu erwarten ist. 
Als sehr schwach absorbierend bezeichnen wir dabei für unsere 
Zwecke solche Substanzen, bei denen bei der Berechnung der 
Radiometerkraft die Verteilung des elektromagnetischen Feldes 
im Inneren der Kugel mit vollständiger Vernachlässigung der 
| Absorption ermittelt und bei der Berechnung der an einer 
Stelle der Kugel entwickelten Jouleschen Wärme einfach die 
bei der obigen Vernachlässigung errechnete Feldstärke benützt 
werden kann. Da die stark negativ photophoretischen Stoffe 
Se, S, J relativ schwach absorbieren, so glaube ich, sprechen 
die Resultate der vorliegenden Mitteilung entschieden für die 
Zurückführbarkeit der negativen Photophorese auf Radiometer- 
kräfte. Eine weitere Stütze dieser Anschauung hoffe ich in 
einer dritten Mitteilung beizubringen, einerseits durch Auf- 
stellung einer Näherungsformel für große o-Werte bei voller 
: Berücksichtigung der Absorption, andererseits durch exakte 
“| numerische Auswertung von I (24). 


1) Wird im folgenden als I zitiert. 4 
| 2) Wir verwenden hier die gleichen Bezeichnungen wie in der 
Mitteilung I. . 8 


4 

4 

? 

, 
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Selbstverstindlich. gilt unsere jetzige Näherungsformel 
ebenso wie I (24) nur für den Fall, daß a klein ist gegenüber 
der freien Weglänge des unsere Kugel’ umgebenden Gases. 

Bevor wir ‘unsere Rechnungen durchführen, wollen wir 
durch eine anschauliche Betrachtung uns plausibel machen, 
daß unser Ergebnis schon von vornherein zu erwarten ist. Im 
Falle o>1, wo der Radius der Kugel gegenüber der Wellen- 
länge des einfallenden Lichtes groß ist, ist der Strahlengang 
in erster Näherung nach der geometrischen Optik zu berechnen 
und die auf diesem Wege für die Radiometerkraft erhaltene 
Näherungsformel muß im wesentlichen mit der jetzt abzuleitenden 
übereinstimmen. Aus dem geometrischen Strahlengang in 
einer Kugel können wir aber folgendes entnehmen. Der Brenn- 


punkt F unserer Kugel ist im Abstand —“ vom MittelpunktO 


y—1 
gelegen.') Ist also 1<r<2, so kommt der Brennpunkt 
außerhalb der Kugel zu liegen. Im Falle » > 2 befindet er 
sich aber innerhalb der Kugel. 


B AY>f 
einfallendes Licht — 
7. V:2 
Fig. 1. 


Da wir nun voraussetzen, daß die Absorption innerhalb 
der Kugel sehr klein ist, so ist aus den beiden Fig. 1 und 2 
ohne weiteres zu entnehmen, daß die Konzentration der elektro- 
magnetischen Energie in der Nähe des an der Rückseite ge- 
legenen Punktes A größer ist, als in -der Nähe des an der 
Vorderseite liegenden Punktes B. Wir werden daraus schließen, 
daß der Temperaturüberschuß tr in der Nachbarschaft von A 
größer ist als in der von B. Nun wird nach I (1) die auf unsere 
Kugel wirkende Radiometerkraft gegeben durch: 

df, 

wobei der Winkel vom Punkte B aus gezählt wird. 


1) Im allgemeinen für den Fall, daß nur die Brechung an der Vorder- 
seite der Kugel berücksichtigt wird. 
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Nach unserer Überlegung über die Temperaturverteilung r 
auf der Oberfläche der Kugel ist daher für X ein negativer 
Wert zu erwarten, was nach den Festsetzungen in I einer 
Radiometerkraft entspricht, die im Sinne einer negativ photo- 
phoretischen Kraft wirkt. Dabei ist es selbstverständlich von 
Wichtigkeit, zu bemerken, daß nach der obigen Formel für X 
es gar nicht darauf ankommt, ob etwa der Mittelwert de 
Temperatur auf der Kugelhälfte bei A größer ist als der bei B; 
wegen des im Integranden auftretenden cos # reicht z. B. ein 
hinlänglich steiles Maximum bei A (d.h. für # = a) hin, um 
K negativ zu machen. 

Auch die Tatsache, daß die Radiometerkraft in unserem 
Falle (wenigstens für so große Radien a, daß ha>w ist) der 
dritten Potenz von a proportional wird, ist wohl unschwer zu 
verstehen. Nach der soeben angeführten Relation I (1) ist ja 


die Radiometerkraft proportional af fi t cos dF dg’ und r ist 


a proportional. Dies letztere folgt aus der Tatsache, daß r 
einerseits proportional ist der von der Kugel absorbierten 
Wärmemenge, die bei kleiner Absorption mit dem durchstrahlten 
Volumen, also wie a® wächst, andererseits aber verkehrt pro- 
portional ist der Oberfläche der Kugel durch die die Wärme 
abströmt und die wie a? zunimmt. 

Wenn wir die obigen Plausibilitätsbetrachtungen hier ein _ 
wenig über den Rahmen des in dieser Mitteilung Bewiesenen 
fortführen, so wird es uns auch noch begreiflich, daß bei den Be- 
obachtungen von Ehrenhaft die negativ photophoretische Kraft 
mit dem Teilchenradius zunächst zu einem Maximum wächst, 
um dann wieder abzunehmen. Unsere obigen Überlegungen 
gelten doch nur so lange, als wir annehmen können, daß die 
Strahlung die Kugel im wesentlichen ungeschwächt durchsetzt. 
Wird aber bei einer bestimmten Substanz der Teilchenradius a 
bereits so groß angenommen, daß diese Voraussetzung nicht 
mehr zutrifft, wird vielmehr schon der überwiegende Teil der 
Strahlungsenergie in der ersten, dem Punkte B nahe stehenden 
Kugelhälfte absorbiert, dann wird die Temperatur der Kugel- 
fläche bei B größer als bei A werden, und die Radiometer- 
kraft muß dann im Sinne einer positiv photophoretischen Kraft 
wirken. 
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Bevor wir an die Ableitung der angekündigten Näherungs- 
formeln gehen, wollen wir zunächst in § 1 zur Ergänzung der 
Mitteilung I, die in dem Ausdruck I (24) für die Radiometer- 
kraft auftretenden Integrale J,!...J,* in geschlossener Form 
auswerten, da wir sie im folgenden ohnehin brauchen werden. 


$1. Berechnung der Integrale J,’ für ein absorbierendes Medium. 

Da wir bei der Diskussion der Formel für die Radio- 
meterkraft I (24) alle darin auftretenden Größen & und X 
durch den komplexen Brechungsindex N mit Hilfe der Re- 
lation I (26) ausdrücken müssen, empfiehlt es sich, schon jetzt 
N einzuführen. Um schleppende Bezeichnungen zu vermeiden, 
wollen wir ferner statt J,!(X,, K,) auch J,1(N, N) schreiben und 
analoge Bezeichnungen für die übrigen Integrale J,* verwenden. 
Die Berechnung der Integrale J,® gelingt mit Hilfe der aus 
der Theorie der Besselschen Funktionen bekannten Relation’) 


By, (@) Wn+1(8)}- 


Führen wir nun hier durch z= = eine neue Integrations- 


veränderliche r ein und setzen ferner «= No und 8 = No, 
so erhalten wir den Ausdruck fir ein Integral, das wir im 
folgenden auch kurz mit J,°(N,) bezeichnen wollen: 


Da nun noah I (11): 
+1l)w, (- = + (r Ze), 
80 ae sich zunächst für 


Ne) 


(2) 


1) Vgl. die Definition der Funktion y, in I (10) und etwa die Re- 
lation (21b) S. 69 in Schafheitlin, Die Theorie der Besselschen 


_ Funktionen. Leipzig 1908. 
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die Rekursionsformel _ 


N + + DIN, 
wo J°(5,N) nach (2) durch die Funktionen yw, ausdrück- 
bar ist. 


Um J3(X, N für alle Werte x zu berechnen, ist somit 
nur noch die Kenntnis etwa des Ausdruckes für J,’ (N, N) 
notwendig, der leicht direkt angegeben werden kann. Es ist 
nämlich: ') 


= sinz, (2) = — cose, 


und somit ergibt sich 


sin (re) . sin (r — cos (r&e)] dr 


= NEN _ sing (¥4N) 
N(N- Ny N(N+N) 
geosg(N + N) geosg(N — 
N+N N-N 


Um das Integral J,* (N, N) auszuwerten, muß man nur die 
_ Relation (2) partiell nach N differenzieren und erhält so: 


tym (r (r ar 


+ No (Vo) — Now, Wn+1(Ne)}. 
Fir die Integrale 


— (r Re) (r 2) ar 


lassen sich einzeln keine geschlossenen Ausdrücke in den y, 
angeben. Sie können aber leicht in der Kombination, in der 


1) Vgl. P. Debye, Ann. d. Phys, 30. 8.57. 1909. Formel (12),(13), (14’). 
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sie in I (24) auftreten, in geschlossener Form ausgewertet 
werden. Zunächst gilt: 


Multiplizieren wir die leicht aus I (11) folgende Relation: 


(5) 


einmal mit 
das andre Mal mit 


so erhalten wir, wenn wir die sich ergebenden Terme ent- 
sprechend ordnen: 


+ (nt1) wuss (r 28), 


Addieren wir schließlich diese beiden Beziehungen, so ergibt 


sich mit Rücksicht auf (5) und die Tatsache, daß ,(0) = 
ist, für die in I (24) auftretende Kombination der beiden 
Integrale J,1 und J,? endlich der Ausdruck: 


(6) 


2 
(N, N) NN "+ (N,N). 


Annalen der Physik. IV. Folge. 62. 48 
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die Rekursionsformel 


wo J,°(2,N) nach (2) durch die Funktionen yw, ausdrück- 
bar ist. 

Um J,3(N, N für alle Werte x zu berechnen, ist somit 
nur noch die Kenntnis etwa des Ausdruckes für J,? (N, N) 
notwendig, der leicht direkt angegeben werden kann. Es ist 
nämlich: *) . 


yw, (z) = sinz, (z) = 


und somit ergibt sich 


sin (7 28) - cos (r ar 


N-aN — sino(N+N) 
N(N-N)} N(N+N) 


a 

= sin o(N — N) 

4 geosg(N + N) 
N+N N-N 


Um das Integral J,* (N, N) auszuwerten, muß man nur die 
Relation (2) partiell nach N differenzieren und erhält so: 


0 


+ Now, (No) (No) — Now, 
Für die Integrale 


m= re) Wasi (7 dr,” 
0 


= fry (r Xe) Wn +1 ar 


lassen sich einzeln keine geschlossenen Ausdrücke in den y, 
angeben. Sie können aber leicht in der Kombination, in der 


1) Vgl. P. Debye, Ann. d. Phys. 30. 8.57. 1909. Formel (12),(13), (14). 
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sie in I (24) auftreten, in geschlossener Form ausgewertet 
werden. Zunächst gilt: 


Multiplizieren wir die leicht aus I (11) folgende Relation: 


(5) 


so erhalten wir, wenn wir die sich ergebenden Terme ent- 
sprechend ordnen: 


Addieren wir schlieBlich diese beiden Beziehungen, so ergibt 
sich mit Rücksicht auf (5) und die Tatsache, daß y, (0) = 
ist, für die in I (24) auftretende Kombination der beiden 
Integrale J,! und J,? endlich der Ausdruck: 


(6) 
— NN (NM. 


+ (n+) 


Annalen der Physik. IV. Folge. 62. 48 


| 
ig 
| 
i! 
(- ¥e) il 
W, (r =) =(n+ — Wn41 (r 
einmal mit ZN 
N N 
das andre Mal mit . | Rn 
Ne Ne No 
| a 
j 
| 
ii 


122 A. Rubinowicz. 


8 2. Berechnung der Integrale J,’ für ein schwach 
absorbierendes Medium. 


Die in dem vorangehenden Paragraphen abgeleiteten 
Formeln setzen uns instand, die in dem Ausdruck I (24) für 
die Radiometerkraft auftretenden Integrale für den Fall zu 
berechnen, daß der komplexe Brechungsexponent N = »(1 — ih) 
wirklich einen komplexen Wert hat. Haben wir es aber mit 
einem nicht absorbierenden Körper zu tun, wo k=O und 
daher N= N =» ist, so erscheinen einzelne von den in § 1 
abgeleiteten Ausdrücken in der unbestimmten Form 0/0. Es 
ist daher notwendig, hier anzugeben, durch welche Relationen 
unsere obigen Formeln in dem jetzigen Falle zu ersetzen sind. 
Wir werden sie dabei gleich in eine für das Weitere bequeme 
Form bringen. Zunächst erhält man durch Grenzübergang in 
(2) oder mit Hilfe der zu (1) analogen Relation in der Theorie 


der Besselschen Funktionen für den Fall « = $') für J,°(v) 


0 


Dabei schreiben wir in abkürzender Bezeichnung J/,°(») 
statt J,°(v,v). Aus (2’) ergibt sich sofort durch Differentiation 
nach » unter Zuhilfenahme der leicht aus I(11) zu folgernden 
Relationen: (2) 
= Yq (2) = + 1) — 

= (2) — 2 
für J,*(v) der Ausdruck: 
2 : 
der auch durch Grenzübergang aus (4) mit Hilfe von (7) und 


I(11) zu erhalten ist. 


Die auch in unserem jetzigen Falle gültige Relation (6) 
gibt nun mit Rücksicht auf (2°), (4) und I(11) die Beziehung: 


(m + + 


vow, (v0) + 0): 


1) Vgl. P. Schafheitlin, a. a. O. S. 69. 
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Schließlich gilt jetzt auch die Rekursionsformel (3): 


aus der offenbar 
folgt. 6 
J,®(v) ergibt sich dabei hier eberso wie oben durch direkte 
Integration zu 


2 
J,>(v) = are | re 0082» sin | 


§ 8. Näherungsformeln für y, und ¢,. 

Es handelt sich nun darum, für den in I(24) unter dem 
Summenzeichen stehenden Ausdruck einen für große 9-Werte 
gültigen Näherungswert anzugeben. Dies bietet uns keine 
Schwierigkeit, da wir hier den gleichen Weg gehen können, 
den Debye") im analogen Falle bei der Berechnung des 
Lichtdruckes eingeschlagen hat. Wir stellen hier zunächst die 
im folgenden zu gebrauchenden Näherungswerte für die Funk- 
tionen w, und ¢ zusammen.?) Im folgenden $ 4 werden wir 
dann mit ihrer Hilfe genäherte Ausdrücke für die Koeffizienten 
B,* und B,® und die Integrale J,*(v) herstellen und schließlich 
im § 5 den Näherungswert für die Radiometerkraft X angeben. 

Ist zunächst n+ !/, <o, so gilt für große o-Werte: 


= 
(0) W,, (e) (sin = 


(e) = (sin e-i(e for 2/4); (e) =(sin cos(of, +n/4), 
wobei z, ein reeller im Intervall 0 < z, < + gelegener Winkel 


(ein %)! 


(8) 


ist, der gegeben wird durch 


(9) C08 T, = 
und der Ausdruck /, bestimmt wird durch 
(10) fo = sin T, — T, COS 


tT, und f, sind somit sowohl vom Index x als auch vom 
Argument o abhängig. 


1) P. Debye, a.a.O. S. 119ff. 
2) P. Debye, a.a. 0.; ferner Math. Ann. 67, S. 535, 1909. 
48* 
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Im folgenden werden wir öfter vor die Aufgabe gestellt, 
die oben eingeführten Funktionen für den Index (n + 1) bis 
auf kleine Größen durch z,-Werte darzustellen, wie sie dem 
Index n entsprechen. Bezeichnen wir!) das zu (n+ 1) ge- 
hörige r, Mit r’,, so ist 
und das entsprechende f, wird gegeben durch 


(10%) fh = sinz, — r, cost,’ . 
Setzen wir nun 
(11) T =t+4t, 


so ergibt sich aus (9) durch Entwicklung von cosz, nach 
Potenzen von Ar, 


cost, = cost, — sint, Ar, = ; 


woraus mit Benützung von (9) 


, — sinn dt, = 


folgt. Aus dieser Beziehung ergibt sich schlieBlich durch 
Entwicklung nach Potenzen von Ar, 

(13) fo + 4% = fy 
Die beiden Gleichungen (11) und (18) lassen uns sofort er- 
kennen, in welcher Weise die Funktionen (8) fir den Index- 
wert (n + 1) durch z,-Werte ausdriickbar sind, die dem In- 
dex n entsprechen. Bei diesem Übergang kann wohl nach (11) 
in sint, das r, einfach beibehalten werden, nach (13) muß 
man aber /,o durch f,9 — r, ersetzen, weil ja hier r, und 
f,@ von gleicher Größenordnung sind. So ist z.B. 


(14) 


(sin 1) 
und analog erhalten wir für den Indexwert (n — 1): 


(15) Yn-ı(0) = 008 (9 fy — 1/4 + %) 


(sin 1) 


1) P. Debye, a.a. O. S. 122. 
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Für den Falln+',>o gilt für große o-Werte 


(16) (e) = sin = (isin sin 7 
(g)= 


wobei jetzt rt, die negative imaginäre Wurzei der Gleichung (9) 
ist und /, wieder durch (10) gegeben wird. Beim Übergang 
von x zu (n+ 1) sind z, und /, wieder durch (11) und (13) 
festgelegt, so daß man z. B. erhält: 


e* %) 
(17) (0) = 
(@ sin T)) 
Ebenso gilt: | 
(18) %n-1(0) N 
(2 sin z,)' 


Es mag hier noch bemerkt werden, daß im jetzigen Falle 
isinz, reell und positiv, if, jedoch reell und negativ ist. 


§ 4 Näherungsformeln für B,’, B,? und die Integrale J,’. 

Bevor wir an den eigentlichen Gegenstand dieses Para- 
graphen herantreten, wollen wir zeigen, daß die in der Dar- 
stellung I (27) für die Koeffizienten B,! und B,? gegebenen 
Ausdrücke sich noch weiter vereinfachen lassen. Die bekannte 
von Lommel hergeleitete Relation!) 

(2) Ina (2) — (2) J, (2) =i 
lautet nämlich nach I (10) und I (12) in w, und Z, ausgedrückt: 
(2) Wn —1 (2) Cn—1 (2) w,, (2) =i. 


Mit Hilfe der auch fiir Z, gültigen Relation I (11) erhalten 
wir somit für den in B,! und B,? auftretenden Ausdruck 


1) Vgl. Jahnke-Emde, Funktionentafeln usw. S. 165. Leipzig 1909. 
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Es gilt somit allgemein: 


Bini? 2n+1 1 

(19) nn+1) N (Ne) — Nin ’ 
Bis 2n +1 1 
n(n+1) Wn (Ne) — (0) wn (Ne) 


In diesem Paragraphen wollen wir nun für die Koef- 
fizienten B,! und B,? sowie für die Integrale J,’(v) Näherungs- 
formeln angeben und gleichzeitig die erhaltenen Ausdrücke 
in eine dem Folgenden angepaßte Form bringen. Da in B,}, 
B,? und den J,’(v) die Funktionen y, und ¢, nicht nur mit 
dem Argument o, sondern auch mit vo auftreten, wollen wir 
jetzt durch die Relation 


(20) cos 7, = 


einen Winkel z, definieren, wobei sein Vorzeichen durch die 
gleichen Festsetzungen wie bei r, festgelegt sein soll. Ferner 
sei analog wie früher: 


(21) fi = sinz, — t, cost, ° 


und z,’ und /,’ seien die zu dem Indexwerte (n + 1) gehörigen 
Werte von t, und f,. Zwischen z, und rt, besteht nach (9) 


und (20) die Relation 


(22) COS T, = vcosr, ( Brechungsgesetz) . 


Im folgenden wird stets » > 1 vorausgesetzt. 

Wir wollen nun die genäherten Ausdrücke für B,' und 
B?* angeben. Wie aus (19) ersichtlich ist, enthalten die hier 
vorkommenden Funktionen ¢, und yw, als Argument sowohl 9 


als auch vo. Da aber die Näherurgsformeln für £, und w,, 


je nachdem diese Funktionen von o oder vo abhängen, für 
verschiedene n-Werte von der einen in $ 3 angegebenen Form 
in die andere übergehen, so müssen wir hier die folgenden 
3 Fälle unterscheiden: 


1, n+',<o<ee, 
>. e<n+',<vp, 
3% o<vo<n+t!),. 
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Befinden wir uns zunächst im Falle 1., so ist nach (8): 


und analog gilt: ° 
Berücksichtigen wir nun, daß im Hinblick auf (22): 


sin (t, + 
cos 
sin (Tt) + T,) COB (% — T;) 
COS T, 


sin z,trsiaoz = und 


sin T+ sin tT, = 


und bezeichnen wir mit Debye (Reflexionskoeffizienten): 


vy sin t — sinz, 

(23) | 1» sin + sin 1, tg (t) +1,)’ 
| sin 7, — v Bin z, sin (% — 

sin t + sin sin (z, + z,) ’ 


so ergibt sich schlieBlich: 


By = 2n +1 1 ef — veh) 
n(n + 1) 1+ 


(24) 


n(n +1) sin (7, + T) 1 +ire ?ireh 


Da im Falle 2. die Ausdrücke ¢ (9) und ¢ (0) formell in 
der gleichen Weise geschrieben werden können, wie im Falle 1. 
und da für w,(ve) und y,’(» 9) in beiden Fällen die gleiche 
Darstellung gilt, so erstreckt sich die Gültigkeit von (24) auch 
auf den Fall 2. 

Im Falle 3. erhält man dagegen: 


2n +1 1 (ein sin za cos e 
(24 


n(n+1) » sin(z+r,) cos (z,-17,) 
B, je 2n +1 (sin z, sin 1,)'/2 cos 1, 
n(n +1) sin (t) + 1) 


.eilelo-veh), 


Bei der Darstellung der Integrale J,' durch Näherungs- 
formeln ist zu beachten, daß alle in ihnen auftretenden Funk- 
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tionen yw, nur vom Argument »o abhängen. Es sind daher 
hier nur 2 Fälle zu unterscheiden: 


a) n+'/,<vo, 
b) n+ 
Zunächst erhalten wir aus (6’), (4’), (8), (14), (15), wenn wir 
uns auf die höchste Potenz von o beschränken und demgemäß 
nach (20) r durch »o cos r, ausdrücken, im Falle a): 


(n + + (", JE = cost, sinn sin2r, , 


(25) = Of, — 2/4) — sin®r, | 
a 1 


Im Falle b) ergibt sich dagegen mit Zuhilfenahme von 
(16), (17) und (18): 


(n+ + ren, 


i sin 
(25) 
2vo tsint, 4 


Etwas vorsichtiger muß man bei der Berechnung von 
J,3(v) verfahren. Zunächst werde der Fall a) betrachtet. Für 
das in der Darstellung (3) für J,?(v) auftretende J,° findet 
man nach (2), (8), (14), (15): 


J,°(v) = sin 


Da mit Rücksicht auf ae 2s+1=2vocost, gesetzt 
werden kann, so ergibt sich: 


(— = — + 1)*+1 cos z, sin T, 


s=1 


= — J,3(r) 4 1)+1gin2z, . 
s=1 
Fassen wir nun hier in der Summe zwei aufeinander- 
folgende Glieder ins Auge, etwa ein zu dem ungeraden Index s 
und ein zu dem geraden (s + 1) gehöriges, so liefern diese zu 
unserer Summe den Beitrag: 


sin 2r, — sin 21,’ = sin 27, —sin2(r, + 4r,)= — c082r,.2 Ar.. 
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Nun müssen wir zwei Fälle unterscheiden: n eine gerade 
Zahl und n eine ungerade Zahl. Im ersten Falle lassen sich 
alle in der Summe auftretenden Glieder paarweise zusammen- 
fassen, im zweiten Falle aber bleibt dabei eines, etwa das 
letzte, übrig. Bezeichnen wir nun mit 7, eine Zahl, die für 
ein gerades n gleich, 0 und für ein ungerades n gleich 1 ist, 
so haben wir demnach: 


= —J,%) — 2dr, sin27,. 
s=1 


Dabei soll zr, das zum Index n gehörige r, bezeichnen. 


Der Strich beim Summenzeichen deutet an, daß die Summe — 


nunmehr bloß über alle ungeraden s (s=n) zu erstrecken ist. 
Approximieren wir nun die Summe durch ein Integral, so wird, 
da mit Rücksicht auf (20) s= 1 ungefähr rt, = 2/2 entspricht: 
7,(”) 7,(") 
cos 27, 2 = feos2r, ar, = }sin2r, 
s=1 2/2 
Es wird daher, wenn wir jetzt den Index n bei zr, wieder 
weglassen: 


(26) J,3(v) =(—1) + sin 2 

Für den Fall n+4> 0 ist J,?(v) jetzt einfach zu er- 
ledigen. Vor allem ist nach (2’), (16), (17), (18) 
(27) J2(v) =0 

Da nun für den durch die Ungleichung 7+ 4<v0<i+ 3 
bestimmten Index % wegen 7,* = 0 (vgl. (20)) nach (26) die 
Relation J;°(v) = (— 1)" J,3(») besteht, so gilt wegen (3’) und 
(27) jetzt allgemein 
(26') (v) = (— 1)"J,°(2). 

Für J,3(v) gilt dabei in den obigen Formeln der in § 2 
angegebene Ausdruck. 


§ 5. Näherungsformel für die Radiometerkraft. 


Die im Ausdruck I (24) fir die Radiometerkraft K auf- 
tretende unendliche Summe denken wir uns in vier Reihen 
. T, gespalten und zwar so, daß die Reihe 7, nur Glieder 
mit den Integralen J,*(v) enthält. Jedes Glied einer Reihe 7, 
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tionen , nur vom Argument vo abhängen. Es sind daher 
hier nur 2 Fälle zu unterscheiden: 
a) n+ v0, 
b) vo<n+}),. 
Zunächst erhalten wir aus (6’), (4’), (8), (14), (15), wenn wir 
uns auf die höchste Potenz von o beschränken und demgemäß 
nach (20) » durch »o cos r, ausdrücken, im Falle a): 


(n + + 2(y) = cosr, sinz, = "sin? r, j 


= ~~ {2 008*(v of, — — 2/4) — sin? r, | 
|= + 4 2.cos*z,} 


Im Falle b) ergibt sich dagegen mit Zuhilfenahme von 
(16), (17) und (18): 


(25’) 


a? Zivofh 
4 e [4 


Etwas vorsichtiger muß man bei der Berechnung von 
J 5(v) verfahren. Zunächst werde der Fall a) betrachtet. Für 
das in der Darstellung (3) für J,’(v) auftretende J, findet 
man nach (2’), (8), (14), (15): 


= sin t,. 


Da mit Rücksicht auf (20) 2s+1=2wvocosr, gesetzt 
werden kann, so ergibt sich: 


(— = — + (— cos z, sinz, 


s=1 


— J,3(v) + 1)*+1sin2r, . 
s=1 
Fassen wir nun hier in der Summe zwei aufeinander- 
folgende Glieder ins Auge, etwa ein zu dem ungeraden Index s 
und ein zu dem geraden (s + 1) gehöriges, so liefern diese zu 
unserer Summe den Beitrag: 


sin2r, —sin2r,'=sin2r, —sin2(r, +4r,)= — 0082 r,.2 
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Nun müssen wir zwei Fälle unterscheiden: n eine gerade 
Zahl und n eine ungerade Zahl. Im ersten Falle lassen sich 
alle in der Summe auftretenden Glieder paarweise zusammen- 
fassen, im zweiten Falle aber bleibt dabei eines, etwa das 
letzte, übrig. Bezeichnen wir nun mit 7, eine Zahl, die für 


ein gerades n gleich, 0 und für ein ungerades n gleich 1 ist, 
so haben wir demnach: 


ä n 
(— 11,30) = — +7, 5 “gin 
s=1 
Dabei soll z,) das zum Index n gehörige r, bezeichnen. 
Der Strich beim Summenzeichen deutet an, daß die Summe — 
nunmehr bloß über alle ungeraden s (s =n) zu erstrecken ist. 
Approximieren wir nun die Summe durch ein Integral, so wird, 
da mit Rücksicht auf (20) s= 1 ungefähr t, = n/2 entspricht: 
cos 27,241, = fcos2, as, = }sin2r, 
s=1 aj2 
Es wird daher, wenn wir jetzt den Index x bei 7, wieder 
weglassen: 


(26) J,3(0) =(—1) + sin2z,. 

Für den Fall n+4> 0 ist J,5(v) jetzt einfach zu er- 
ledigen. Vor allem ist nach (2’), (16), (17), (18) 
27) = 

Da nun für den durch die Ungleichung a++<ro<n+$ 
bestimmten Index % wegen 7,” = 0 (vgl. (20)) nach (26) die 
Relation J;5(v) = (— 1)"J,5(») besteht, so gilt wegen (3°) und 
(27) jetzt allgemein 
(26) (2) = (— 1)"J,2(0). 

Für J,°(v) gilt dabei in den obigen Formeln der in § 2 
angegebene Ausdruck. 


(n), 


§ 5. Näherungsformel für die Radiometerkraft. 


Die im Ausdruck I (24) für die Radiometerkraft X auf- 
tretende unendliche Summe denken wir uns in vier Reihen 
T,...7, gespalten und zwar so, daß die Reihe 7, nur Glieder 
mit den Integralen J,"(v) enthält. Jedes Glied einer Reihe 7, 
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würde dann noch eine Summe zweier konjugiert komplexer 
Ausdrücke sein. Wir erhalten das gleiche Endresultat, wenn 
wir statt dessen das erste Glied doppelt nehmen und die 
Verabredung treffen, daß dann im Schlußresultat nur der 
Realteil beizubehalten ist. Mit Hilfe der Formeln des letzten 
Paragraphen sind nun leicht genäherte Ausdrücke für die 7, 
anzugeben. Um dies durchzuführen, denken wir uns jede der 
unendlichen Summen 7, in zwei Teile gespalten. In eine end- 
liche Summe 7/, die die Glieder mit dem Index n=1 bis 
n=n* umfaßt, wo n* durch n*+}4< 0 < n* + % bestimmt 
ist, und in eine unendliche Summe 7,”, die die sämtlichen 
' übrigen Glieder von n = »* + 1 angefangen, enthält. Zunächst 
befassen wir uns mit der Summe (7, + 7,), die mit Rücksicht 
auf I (24) und I (26) die Gestalt hat: 


Bi Biss {(n + 


(en +1)(2n + 3) 


Bei der Berechnung von 7,’ + 7,’ ist n + }< und es sind 
daher die using ragen (24) und (25) zu verwenden. Es wird 


+7 =2 + 1)(m + 2° + 1)(2n + 8) 


+3) nin + 1)? + 2) 


n=1 
(28) „1 Asinssinz, cost, veh) ven) 
sin?(z, + (1 — ir, e2ivoh)(1 


vg? 
. —/-sin2rz, A 


fo und f, sind dabei durch (10’) und (21) gegeben. Bei 
der Bildung von B und B? ist zu beachten, daß /, und f, 
in dem jetzigen Falle reell sind. Berücksichtigen wir (13) und 
die Tatsache, daß für /,‘ eine analoge Relation gilt, so wird 


eteh-ref) , sileh’ — 


(1 in eh) (1 Fine 
e” 


3 
(1 - ine veh) (1 + 


oo 
= e~ i(%—%) > (ir, e?*veh)p > - ir, 


p=0 g=0 
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Die Reihenentwicklungen sind hier wegen |r,| <1 zu- 
lässig. Wir denken uns nun die beiden Reihen ausmultipliziert 
und nach positiven und negativen Potenzen von e?ef: ge- 
ordnet. Es haben dann die Glieder Oter Ordnung in dieser 
Entwicklung den Wert: 


oo 
ein -%) > (ir, e?iveh)p(— ir, = eriup 


= ) — — 
pes i(m—t it,\p 


p=0 

Setzen wir nun unsere nach e?‘”e/ fortschreitende Reihen- 
entwicklung in den Ausdruck (28) für 7,’ + 7,’ ein, so liefern 
bei der Summation nach n alle Glieder, die nicht mit der Oten 
Potenz von e?iref: multipliziert sind, keinen merklichen Beitrag 
zu 7,’ + T,'. Die Funktion (e2iverje ändert sich nämlich beim 
Übergang von einem x zum nächstfolgenden wegen (13) schon 
um einen beträchtlichen Betrag. Da der Koeffizient von 
(e?iref)a sich dabei nur wenig ändert, so resultiert für diese 
Glieder im Ganzen in erster Näherung bei der Summation die 
Null.!) Ersetzen wir nun noch in (28) 2 nach (9) durch g cosz, 
und multiplizieren den ganzen Ausdruck mit (— osinz, Ar, = 1) 
(12), so erhalten wir demnach: 

sin? z, cos z, sin? z, cos*z, e' 


n=1 
Formen wir die von n=1 bis „= n* laufende Summe in ein 
nach (9) zwischen den Grenzen 2/2 und 0 zu erstreckendes 
Integral um, so wird — 


(60) 3 +1, = Big! sin? 1, os sin? z, cos*t, 


sin?(z, + 7) co8? (7, — T,) dt, 


Bei der Berechnung von 7,” + 7,” sind zwei Fälle zu unter- 
scheiden, je nachdem o<n+!/,<vg oder 8) ge <wvo<n+!/, 
ist. Im Falle «) gilt für die Koeffizienten B,! und B? die 
Darstellung (24) und für das Integral J,*(v) die Formel (25). 
Bei der Bildung von B,'! ist nun zu beachten, daß jetzt if, 
einen komplexen, if, aber einen reellen und zwar negativen 


1) P. Debye, a. a. O., 8. 127. 
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Wert hat und mithin if, = if, ist. Man sieht ohne weiteres, 
daß jetzt 3,' und B mit wachsendem o wie eine e-Potenz 
verschwinden. Diese Glieder kommen somit nicht :in Betracht, 
Im Falle 4) gilt für B,! und J,*(v) die Formel (24’) und (25); 
if, und if, sind hier beide reell und zwar negativ. Wie eine 
leichte Überlegung zeigt, verschwinden auch die dem jetzigen 
Falle entsprechenden Glieder in 7,” + 7,” mit wachsendem 9 
wie eine e-Potenz und wir können somit im ganzen 

+ 7,” =0 
setzen. 
Bei der Berechnung von 


oo 
2n’(n + 1)(n + 2)? 
1, = 2 g “Qn + Dan +3) Pr Bari, 


n=1 


setzen wir im Hinblick auf den Ausdruck (26) und (26’) für J, °(») 
T,=T,,+ Ty, ’ 
wo 


_9 @ 2n’(n + 1)(m + 
(en > 1)@n +3) B 


Int (n + +2)? 
= “Qn + +3) Da Barısin2z,. 


n** ist hier mit Rücksicht darauf, daß J,°(v) nach (26°) für 
n+/, > durch J,3(v) = (— 1)" J,?(v) gegeben ist, durch die 
Relation n** + 1/, << vo < n** + */, bestimmt. Zerlegen wir 
T,, in T,,/ + 7,,”, so ergibt uns zunächst das gleiche Ver- 
fahren, das zur Berechnung von 7,’ + 7,’ gedient hat, für 


(2n+1)(2n+3) 


nine (n +2)" Bi, ,sin2z, (n*+}/,<o<n*+%),) 


den Ausdruck 
(31) Zr Biot f Ty COS 1, sin? T, cos* z, e 
0 


sin*®(t) + %) 1-r,? ein 


—i(%—%) 


T,, und 7,, sind bei dem von uns angestrebten Grade 


3b 


der Genauigkeit Null zu setzen, Es ergibt sich ja das Ver- 
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schwinden von 7,,” auf dem gleichen Wege wie bei 7,” + 7,” 
und eine leichte Abschätzung von 7,, zeigt, daß es günstigsten 
Falles einen ö° proportionalen Beitrag liefern könnte und mithin . 
für uns nicht in Betracht kommt. Wir müssen uns noch mit 
der Abschätzung von 


T= + = — 

n=l 
befassen. Wir kénnen leicht einsehen, daB wir es Null setzen 
dürfen. 7,’ ist nämlich proportional 9° und überdies rein 
imaginär (wir bemerken nebenbei, daß bei einer eventuellen 
Berechnung von 7,’ mit Rücksicht darauf, daß nach (25) in 
J,4(v) auch Glieder mit e?iret; und e-?iref: vorkommen, in 
der Entwicklung des Zählers von BB? auch diese beide 
Faktoren enthaltenden Glieder zu berücksichtigen sind) und 7,” 
verschwindet wieder nach (24’) und (25) exponentiell. 

Nach dem Obigen liefern somit im ganzen nur die beiden 
Ausdrücke 7,’ + 7,’ (30) und 7, (31) einen nicht verschwinden- 
den Beitrag zu 7. Es wird somit: 


in? un? 8 
0 


sin? (1, + 1) 


{ 1 3 1 1 2 


Um nun zu zeigen, daß unter unseren Voraussetzungen unsere 
Radiometerkraft im Sinne einer negativ photophoretischen 
Kraft wirkt, müssen wir jetzt noch nachweisen, daß 7 stets 
einen negativen Realteil besitzt. 


Zunächst ist 


(t)— 1) 1 


Rile _, 207 sin (tg—1,) — 7,7 sin (t+ 1) 
= . 
cos*(t)— cos*(to—1,) (1 +7,*— 27,2c08 2r,) 


Für den Zähler dieses Ausdruckes erhält man dabei mit 
Hilfe von (28) 
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sin(t, — t,) — [ cos? (t) — 


{1 — r, sin (t, — sin(t, + t,) — 7, 
+ sin(e, — r,)sin(e, 
> (1 —7,)(1 + sin(r, — 7,)sin(z, + 7,)]. 
Et.aso ergibt sich 
wit sin (t)—1,) — rz* sin +7,) 
1 | — 2r,? cos 27, 


wobei nach (23) 
sin (t, — — rz*’sin(z, + 7,)= sin(z, — z)( —r,): 


Wir erhalten somit für 7 im Ganzen jetzt den Ausdruck 


2/2 
COS 1, sin? r, cos? z, -sin(z, — z,)(1 


sin? (1) + z,) 


= 1 = sin (z, — t,) sin (t) + 7,) 1 
(t — (1 + 7,4 — 2r,?cos2r,) 1 +7,* — 2r,? cos 27, } 0 
Es ist jetzt leicht zu sehen, daß 7 ein negatives Vorzeichen 
hat. Da wir » > 1 voraussetzen, so ist wegen des Brechungs- 
gesetzes (22) cost, = ycost, und in dem für uns in Betracht 
kommenden Bereiche (0, 7/2) ist daher t,< +, und mithin 
sin (t, —r,)<0, während alle übrigen Terme in (32) positiv 
sind (|r,|< 

Bezeichnen wir nun das in (32) auftretende Integral mit &, 
setzen also T= 8048S, so ergibt sich jetzt aus I (24) für X 
im Hinblick auf I (25) und I (26) der Ausdruck: 


4 ‘ 
(33) -5- ev aty (o> 1). 


Das Integral § hat dabei ein negatives Zeichen. Leider läßt 
sich $ nur numerisch oder graphisch auswerten. 

Die nun erwiesene Tatsache, daß für den Fall einer 
Kugel, die im Sinne der Einleitung als schwach absorbierend 
zu bezeichnen ist, für große o-Werte stets eine negative 
Radiometerkraft auftritt, spricht nun entschieden dafür, daß 
die negative Photophorese als Radiometereffekt aufzufassen ist. 


a 
| 
. | 
i 
( 
| 
{ 
q 
# 
q 
{ 
: 


Radiometerkräfte und Ehrenhaftsche Photophorese. 135 


Ehrenhaft untersucht nämlich die photophoretischen Kräfte 
des Lichtes einer Bogenlampe, deren Spektrum infolge der 
Absorption der Lichtstrahlen in den Glasteilen und der Wasser- 
kammer der Apparatur sich über einen Wellenlängenbereich 
4.105 bis 12-10°® cm erstreckt. Das Energiemaximum. seiner 
Bogenlampenstrahlung schätzt Ehrenhaft mit- Lummer bei 
einer Wellenlänge von 7-10°° cm. 

Frl. Parankiewicz hat die negativ photophoretischen 
Kräfte an Se-Teilchen mit einem Radius von der Größe 0,7 
bis 1,7-10° cm und an S-Teilchen mit einem Radius von der 
Größe 1 bis 4-10" cm inessend verfolgen können. Für jedes 
der experimentell untersuchten Teilchen kommen somit je nach 


dem Spektralbereiche e(= +) -Werte =1 in Betracht. Auf 


Grund einer der beiden Naherungsformeln allein ist somit hier 
keine Entscheidung möglich und die von Ehrenhaft ge- 
messenen photophoretischen Kräfte wären nach unserer Auf- 
fassung als die Resultierende positiver und negativer Radio- 
meterkräfte zu deuten. Eine Entscheidung ließe sich nur 
durch langwierige Zahlenrechnungen mittels der exakten Formel 
erbringen, was aber wegen der bereits betonten Unkenntnis 
eines Teiles der Materialkonstanten von Se und 8 zurzeit 
nicht vollständig durchführbar ist. 


Auf Grund unserer beiden Näherungsformeln können wir 
aber die folgenden unsere Auffassung stützenden Argumente 
beibringen. .Vor allem kann Se und besonders mit vollstem 
Rechte $ für die hier in Betracht kommende Größenordnung 
der Kügelchen als schwach absorbierend bezeichnet werden und 
es gilt daher, da es sich hier ohnehin nur um eine Schätzung 
handelt, die Näherungsformel (33) für X. Bei Se ist ja der 
komplexe Brechungsexponent N = »(1 — ik) = 2,790 — i- 0,460 
(bei der Wellenlänge 2 = 6,68.10°° cm)!) Bei $ dürfte der 
imaginäre Teil von N und damit die Absorption sicher noch 
viel kleiner sein. Sodann ist es plausibel, daß bei S und Se 
die negativen Radiometerkräfte überwiegen werden und da- 
her unsere Theorie die Beobachtungen von Ehrenhaft tat- 
sächlich wiederspiegelt. Die positiven Radiometerkräfte werden 


1) W. Meier, Ann. d. Phys. 31. $. 1017. 1910. 
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ja nur durch eine ultrarote Warmestrahlung bedingt, die eine 
10 cm dicke Wasserschicht passiert hat und nach den Mes- 
sungen von Aschkinass!) dringt durch eine solche für längere 
Wellen als 9,6.10°° cm weniger als */,, der Intensität der 
einfallenden Wärmestrahlung hindurch. Die Intensität der bei 
den Ehrenhaftschen Versuchen wirksamen ultraroten Strahlung 
ist demnach nicht zu überschätzen. Andererseits erkennt man 
aber durch Vergleich unserer beiden Näherungsformeln, daß, 
gleiche Intensität der einfallenden Strahlung vorausgesetzt, die 
Radiometerkraft für große o-Werte (kleine Wellenlängen) die 
für kleine o-Werte (große Wellenlängen) überwiegt. Aus I (28) 


“und (33) folgt ja 


Kor 
“ar (0 - 
wobei die Indizes ,, und , andeuten, daß die entsprechenden 
Größen für große bzw. kleine o-Werte zu nehmen sind. Da 
kv? mit der Wellenlänge nicht sehr stark variiert, o die 


Größenordnung 1 hat und schließlich 1/Z gegenüber 0,2 zu 
vernachlässigen ist, so ist unser Quotient von der Größen- 


ordnung (ae der z. B. für Se den Wert 392-8 hat. 
. Wenn auch $ schätzungsweise kleiner als 1 ist, so ist doch 


das Produkt 392-8 jedenfalls noch als groß zu bezeichnen. 

Es mag auch noch betont werden, daß unsere Näherungs- 
formeln Radiometerkräfte geben, die in der Größenordnung tat- 
sächlich den Ehrenhaftschen Photophoresekräften entsprechen. 
Schätzen wir etwa die nicht gemessene Wärmeleitfähigkeit 
von Se als ungefähr gleich der von 8 (4,7.10°*g cal/grad cm sec) 
und setzen wir die räumliche Energiedichte der Strahlung W 
ak Ehrenhaft zu 0,279erg/cm?, so ergibt sich aus I (29) 
und (33) R=2-107y.8. Dabei ist a=10"° cm, A=17-10°5 cm, 
N = 2,79 —i-0,45, p = 10° dyn und 7= 300° angenommen 
und sowohl y als auch § sind hier beide kleiner als 1. Nach 
den Versuchen von Frl. Parankiewicz werden bei Se Kräfte 
von der Größenordnung 10°!° dyn beobachtet, was nach den 
unserer Rechnung zugrunde liegenden Annahmen eine Uber- 


1) E. Aschkinass, Wied. Ann. 55. S. 401. 1395. 
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einstimmung der Größenordnung bedeutet. Es ist ja nämlich 
von vornherein.zu erwarten, daß unsere Schätzung für R einen 
zu großen Wert gibt. Zunächst nehmen wir doch an, daß die 
ganze Strahlungsenergie allein nur im Sinne einer negativen 
Radiometerkraft wirkt, während sie doch auch positive Radio- 
meterkräfte erzeugt und die beobachiete Kraft nur die Resul- 
tierende der beiden ist. Sodann ist sicher die Absorption von 
Se nicht zu vernachlässigen, was nach unseren Überlegungen 
in der Einleitung eine Verkleinerung der negativen Radio- 
meterkraft zur Folge haben muß. Schließlich wenden wir hier 
die Näherungsformel (33) in einem Bereich 9 = 1 an, wo sie, 
wenn selbst alle Bedingungen für ihre Anwendbarkeit gesichert 
wären, zu große Werte ergeben wird. Die negative Kraft (33) 
ergibt sich ja nur fir o>1 und muß für o<1 in die posi- 
tive Kraft I (28) übergehen. In Wirklichkeit geht also X mit 
_ kleiner werdendem go schneller zur Null (um dann positiv zu 
~. werden) als es (33) anzeigt. 

Auch sei noch erwähnt, daß die von Ehrenhaft be- 
obachteten photophoretischen Kräfte alle größer zu schätzen 
wären, falls Ehrenhaft den Teilchenradius zu klein annehmen 
sollte, wie das mehrfach behauptet wird. Bemerkenswert ist 
noch, daß die negative photophoretische Kraft bei den weniger 
absorbierenden §-Teilchen auch noch für größere Radien (nach 
Ehrenhaft bis a=1 bis 2-16* cm) beobachtbar bleibt, als 
bei Se. Nach der Einleitung ist für große Kugeln stets ein 
positiver Effekt zu erwarten und es geht aus den dortigen 
Überlegungen auch klar hervor, daß diese Umkehr des Effektes, 
den Ehrenhaft nur bis zum Nullwerden verfolgt, erst bei 
um so größerem: Teilchenradius zu erwarten ist, je weniger die 
Teilchen absorbieren. 


Wien, 22. Februar 1920. 
(Eingegangen 27. Februar 1920.) 
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4. Zur experimentellen Entscheidung der Frage 
der Radioaktivität aller Elemente; 


von @. Hoffmann, 


Ein Weg zur experimentellen Entscheidung der Frage der 
Radioaktivität aller Elemente ist die Untersuchung geringster 
Ionisationen. Da die Möglichkeit, auf elektrometrischem Wege 
kleinste Elektrizitätsmengen nachzuweisen, durch das von mir 
vor mehreren Jahren konstruierte Elektrometer erheblich er- 
weitert ist, so lag es nahe, durch die Angaben dieses In- 
strumentes auf dem Wege zur Herstellung und Untersuchung 
möglichst kleiner Ionisationen sich führen zu lassen. Beobach- 
tungen in dieser Richtung über die Ionisierungen in geschlos- 
senen Gefäßen sind in einer früheren Arbeit!) zusammengestellt 
worden. Sie zeigten, daß eine Beimengung der bekannten 
radioaktiven Elemente in einer Konzentration von der Größen- 
ordnung 101? zu den anderen Elementen genügt, um die 
beobachteten Erscheinungen im allgemeinen zu erklären; eine 
spezielle Diskussion wurde damals zurückgestellt, weil es not- 
wendig erschien, zunächst durch weitere Messungen die Re- 
sultate zu festigen und die elektrometrische Anordnung auf 
die Exaktheit der Messung kleinster Elektrizitätsmengen zu 
prüfen. Die Fortführung der Untersuchung?) hat ergeben, daß 
auch die Versuchsanordnung von 1915 volles Vertrauen ver- 
dient. 

1. Während eine Reinigung eines geschlossenen Gefäßes 
von den kurzlebigen radioaktiven Substanzen durch Aushungerung 
möglich ist, müssen die langlebigen Produkte auf chemischem 
Wege beseitigt werden. Arbeiten in dieser Richtung konnten 
nur die Geringfügigkeit einer eventuell vorhandenen  Rest- 
aktivität, die nicht von den bekannten Radioelementen her- 


1) G. Hoffmann, Elster-Geitel-Festschrift, S. 485. 1915. 
2) G. Hoffmann, Ann. d. Phys. 52. S. 665. 1917. 
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rührt, dartun; eine Entscheidung schien unmöglich.!) Die Tat- 
sache jedoch, daß jedes «-Teilchen emittierende Radioelement 
eine charakteristische Reichweite der Strahlung besitzt, kann 
zur Feststellung der Herkunft des «-Teilchens führen, falls 
die elektrometrische Anordnung empfindlich genug ist, um die 
Ionenmenge, die das einzelne «-Teilchen auf seinem Fluge 
erzeugt — weiterhin abgekürzt als „Stoßgröße“ bezeichnet —, 
zu messen. Diese Methode zum Nachweis der Herkunft jeder 
«-Aktivität ist jedoch erschwert, weil die einzelne Stoßgröße 
dadurch verkürzt werden kann, daß das Teilchen vor Durch- 
fliegung der Reichweite auf eine Wand des Gefäßes aufprallt 
und daß die emittierende Substanz im Wandmaterial ein- 
gebettet sein und deswegen von vornherein mit verkürzter 
Reichweite emittieren kann. Durch statistische Verwertung zahl- 
reicher Stoßgrößenbeobaehtungen wird diese Schwierigkeit behoben. 
Denn die wahrscheinliche Stoßgrößenverteilung ist berechenbar, 
falls das Gefäß, in dem sich die Ionisationen abspielen, geo- 
metrisch einfache Form hat und falls über die Art und Lage- 
rung der emittierenden Materie — dem Gasinhalt beigemengt, 
als Oberflächenbelag, oder dem Wandmaterial beigemengt — 
bestimmte Annahmen gemacht werden. 

2. Das Elektrometer, das die Grundlage der Untersuchung 
bildet, ist in dieser Zeitschrift?) ausführlich beschrieben. Es 
ist auf Bruchteile eines Millimeters Gasdruck evakuiert, so 


' daß im Innern keine Ladungen auf den isolierten zentralen 


Teil übergehen können. Der Oberteil des Elektrometers ist 
so geformt, daß darauf unmittelbar das Ionisationsgefäß auf- 
gesetzt werden kann, bestehend aus einem Außenstück, das 
durch eine Hochspannungsbatterie auf eine konstante Spannung 
gebracht werden kann, und einer zentralen Auffangeelektrode. 
Die unter dem Einfluß von Ladungsänderungen stattfindende 
Bewegung des Elektrometersystems wird durch einen Licht- 
zeiger auf einer sich gleichmäßig drehenden Trommel markiert, 
die mit photographischem Papier bespannt ist. Bei einer 


1) Vgl. die Literaturzusammenstellung in Meyer-Schweidler, 
Radioaktivität, S. 482. 1916. 

2) G. Hoffmann, Ann. d. Phys. 12. S. 1196. 1918; 52. S. 665. 
1917; Phys. Ztschr. 18. S. 480 u. 1029. 1912. 
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Instrumentempfindlichkeit von etwa 5000 Ionen pro Millimeter 
markiert sich jeder Ionisationsvorgang, der durch ein «-Teilchen 
innerhalb des Gefäßes bewirkt. wird (ca. 150000 Ionen) mit 
einer stoßweisen gut meßbaren Bewegung des Lichtzeigers. Im 
Elektrometerkopf befindet sich eine Influenzierungsvorrichtung, 
vermittelst der im elektrostatischen Maß bekannte Ladungs- 
mengen influenziert werden können. Auf diese Weise ist es 
möglich, jederzeit die Empfindlichkeit des Instrumentes fest- 
zustellen und die beobachteten Stoßgrößen in Ionenzahlen um- 
zurechnen. Wegen der Einzelheiten dieser Anordnung und der 
übrigen Schaltvorrichtungen muß auf die früheren Arbeiten 
verwiesen werden. 

3. Für die Berechnung der Stoßgrößenverteilung ergeben sich 
einfache Verhältnisse beikugelförmigerBegrenzung des Ionisations- 
raumes, weil dann jeder Punkt als Ausgangsort der Strahlung 
hinsichtlich der Begrenzung der Strah- 
lung durch die übrige Wandung gleich- 
berechtigt ist. Daher diente auch eine 
aus einem großen Stück Vollmessing 
ausgedrehte Hohlkugel von 7,72 cm 
innerem Durchmesser schon für einen 
Teil der 1915 publizierten Messungen 
(vgl. Fig. 1; A lonisationsgefäß, an 
Spannung; B Träger des Bernsteiniso- 

Fig. 1. lators, vom®Gefäß durch Gummiplatte 

isoliert, an Erde; C Elektrometeroberteil, 

evakuiert, mit zentralem Quecksilberkontakt). Durch statistische 

Verarbeitung von 810 gemessenen Stößen wurde eine Stoßgrößen- 

verteilungskurve gewonnen; der damals nur graphisch mit- 

geteilten Kurve liegen die in nachstehender Tabelle veröffent- 
lichten Zahlen zugrunde. 

In dieser Tabelle steht unter I die mittlere Stoßgröße in 
mm, unter II die ihr entsprechende Ionenzahl, dividiert durch 
10* — es war 1 mm = 5200 Ionen —, unter III die Zahl der 
zu dieser Gruppe gehörigen gemessenen Stöße. Diese Zahlen- 
reihe weist noch sehr erhebliche Schwankungen auf. Es ist 
daher unter IV noch eine Zahlenreihe aufgeführt, die aus II 
dadurch gewonnen ist, daß 4mal nacheinander Mittelwerte 
gebildet sind; unter IV ist also der Mittelwert m, der Gruppe k 
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Tabelle. 


u 


Sto Be in 
Ion len x 10% 


__ _ _____, = 
Stoßgröße Zahl 
in mm der Stöße Mittelwert 
1 0,52 5 a 
2 1,04 24 Be; 
3 1,56 28 28,68 a 
4 2,08 27 26,62 = 
5 2,60 32 27,12 
6 8,12 20 26,50 Er 
7 3,64 31 26,68 R 
4,16 25 28,12 
= 9 4,68 29 30,48 Rx 
-10 5,20 40 31,43 
11 5,72 22 30,12 
12 6,24 34 29,24 ; 
18 6,76 25 30,56 ; 
14 7,28 36 32,75 : 
15 7,80 37 33,48 x 
16 8,32 26 34,43 
17 8,84 40 38,00 a 
18 9,36 51 38,62 2 
9,88 23 34,25 
20 10,40 34 31,19 x 
21 10,92 30 | 30,49 
22 11,44 32 28,31 ; 
28 11,96 21 22,31 
24 12,48 15 17,12 ; 
25 13,00 18 14,87 | 
26 13,52 16 14,62 ‘ 
27 14,04 15 13,62 ws 
28 14,56 11 11,68 if 5 
29 15,08 9 10,20 
30 15,60 12 8,68 a 
31 16,12 6,87 
32 16,64 4,75 
33 17,16 4,37 : 
34 17,68 4,81 
85 18,20 4,25 
36 18,72 4,37 
19,24 4,68 
38 19,76 4,56 
39 20,28 8,75 : | 
40 20,80 3,12 : 
41 21,82 2,68 ii 
42 21,84 
| 22,36 | 
“= 
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zugeordnet, der sich aus den Stoßzahlen der benachbarten 
Gruppen berechnet durch 


m, = (te=2 + + 62, + 42441 + 


Die den Zahlenreihen III und IV entsprechenden Linien 
sind in der Fig. 2 gezeichnet, außerdem ist hier noch eine 
punktierte Linie .als stetige Verteilungskurve eingefügt. 


Ss 


50 } 
40 
10 
| 


20 30 40mm 
Fig. 2. 


Für die Ionisationen ergaben sich folgende Werte: Durch- 
schnittliche Zahl der Stöße = 52 in der Stunde, durchschnitt- 
liche Größe = 15,7 mm = 81700 Ionen, Zahl der Stöße pro 
qem Oberfläche und: Stunde = 0,28. Gesamte «-Ionisation im 
Durchschnitt = 820 mm in der Stunde = 1190 Ionen in der 
Sekunde. Gleichférmige Bewegung (zwischen den Stößen) 
= 910 mm/Stunde = 1320 Ionen/Sek. Reproduktionen von 
Registrierkurven sind den Arbeiten 1915 und 1917 beigefügt. ' 
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4. Der Vergleich zwischen Theorie und Experiment ist in 
Fig. 3 durchgeführt. Die mit I bezeichnete theoretische Kurve 
entspricht der Annahme, daß von Radium und seinen Folge- 
produkten Gleichgewichtsmengen in das Wandmaterial ein- . 
gebettet sind. Dann sind die Zahlen der Teilchen, die von 
jedem Produkt pro ccm Wandmaterial in der Zeiteinheit aus- 
treten, einander gleich. Für jedes Produkt ist eine seiner 
Reichweite entsprechende Verteilungskurve nach dem in § 12 


Zahl der Stöße 


haf 


Rakm 


aA 
700000 150000 200000 Jonenmengen 
Fig. 3. 

gegebenen Verfahren gezeichnet für den Fall, daß die Ionisation 
längs der Bahn nach der Geigerschen Formel erfolgt. An 
die durch Überlagerung der einzelnen Verteilungskurven ent- 
standene Kurve I wird die durch Mittelwertsbildung aus den 
Messungen entstandene Kurve der Fig. 2 mit einem solchen 
Ordinatenmaßstab — dieser ist ja willkürlich — angelegt, daß 
die Kurven im oberen Teil sich möglichst nahe sind. Die 
Abweichung dieser Kurve 1 von I im rechten Teil würde 
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ergeben, daß beim Experiment die Zahl die erzeugten Ionen 
pro Stoß in sehr vielen Fällen weit unter dem maximalen 
Ionisationswert geblieben ist, daß also eine sehr ungenügende 
Sättigung vorhanden gewesen ist. Es müßten die abgeschie- 
denen Ionen im Durchschnitt etwa nur 70°/, der erzeugten 
gewesen sein. Dies ist nach den Angaben von Moulin bei 
einem Feld von etwa 20 Volt/cm, wie es in der Kugel während 
der Registrierungen geherrscht hat, ausgeschlossen. Es müssen 
also noch außerdem Stoffe vorhanden gewesen sein, die «- 
Strahlen mit kürzerer Reichweite aussenden. Wenn die Vor- 
gänger des Radiums genommen werden bis herauf zum Uran I, 
ebenfalls in Gleichgewichtsmengen, so ergibt sich die Kurve II 
am Schluß mit I identisch. Die mit ihr kombinierte Kurve 2 
gibt leidliche Kongruenz. Ihr würde eine Sättigung der Ioni- 
sation von etwa 80°/, entsprechen, ein Wert, der nach den 
Moulinschen Angaben möglich ist. Wenn eine Sättigung von 
etwa 90°/, angenommen wird, so resultiert die Kurve 3. Diese 


“geht bei den kürzeren Stößen weit über die Uran-Radiumfamilie 


hinaus und würde auf eine neue Radioaktivität hinweisen. 


5. Die Deutungsmöglichkeit dieser Abweichung der Kurve 3 
von II durch die Annahme einer Aktivität des Messings selber 
oder des den Hauptbestandteil desselben bildenden Kupfers 
führt zur Aufstellung folgender Rechnung. Es bleibt ein Rest- 
stück der Kurve von einer maximalen Stoßlänge von etwa 
100000 Ionen. Nach der Kurvenhöhe würden auf etwa 8 
Stöße der Ra-Familie 5 Stöße der unbekannten Herkunft ent- 
fallen. Die Aktivität pro Flächeneinheit ist also nach den in 
§ 3 mitgeteilten Zahlen gleich > -0,28 = 0,108 Stöße pro gem 
und Stunde. Aus der maximalen Ionenzahl Z = 100000 ergibt 
sich nach der Geigerschen Formel Z = 6,76-10*- R’« eine 
Reichweite von 1,80 cm in Luft von 0° und 760 mm. 

Da das Bremsvermögen für Cu = 2,46 ist (nach W.H.Bragg, 
Durchgang der a, 8, y und Röntgenstrahlen durch Materie, 
S. 54), so würde die Reichweite einer Strahlung in einer Cu- 
Atmosphäre von gleicher Atomzahl wie Luft bei Normaldruck 


“gleich 1,80 _ 0,73 cm sein. 


2,46 
Die Gesamtzahl der sekundlich aus dem Quadratzentimeter 
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Metall austretenden Teilchen ist gleich 75'009 = 310 s 


Zwischen den austretenden und den in der Zeiteinheit- von 
der Volumeneinheit ausgesandten Teilchen (N) besteht nach 


Schweidler?) die Beziehung ~* = 3,10-%. Die Zahl der 


Atome in der Volumeneinheit N, = 2,71-10'* x 2 angenommen, 
ergibt sich für das Verhältnis der in der Sekunde zerfallenden 
Atome zu den vorhandenen 


= 3,04.10-%, 


Dieser Wert mit dem Werte für Uran (4,4-1071°) verglichen, 
ergibt 

= 1,45-10°. 

Die Aktivität des Kupfers ist also mindestens 1,5 Millionen 
Mal geringer wie die des Urans. 

Eine Extrapolation nach der Geiger-Nuttallschen Be- 
ziehung zwischen Reichweite und Lebensdauer etwa mit den 
Konstanten der Uran-Radiumfamilie würde für die eben er- 
rechnete Zerfallsgeschwindigkeit eine Reichweite von 1,86 cm 
ergeben, eine Zahl, die der zu Beginn des Paragraphen an- 
genommenen nahe kommt. 

6. Als Resultat der näheren Diskussion der Stoßverteilungs- 

kurve der w-Aktivitét in einem kugelförmigen Metallgefäß er- 
gibt sich, daß es nicht angängig ist, die beobachteten «-Akti- 
vitäten allein auf das Radium und seine Abkömmlinge zu 
schieben. Es ist mit Sicherheit das Vorhandensein langlebiger 
Radioelemerte mit kurzer Reichweite nachgewiesen. Ob es aus- 
reicht, allein auf die Mitglieder der Uranreihe zurückzugreifen, 
oder ob eine Aktivität des Metalles selbst vorliegt, ist ex- 
perimentell noch nicht entschieden. Die Diskussion zeigt aber, 
daß weiter ausgedehnte Versuchsreihen zur Lösung dieser Frage 
führen müssen.) Für eine «-Aktivität des Kupfers wurde 
eine obere Grenze ermittelt. 


1) E. v. Schweidler, Phys. Ztschr. 14. S. 505 u. 728. 1913. 

2) Die Ausdehnung der Versuche auf Hohlkugeln aus Metallen 
mit hohen Atomgewichten scheint besonders aussichtsreich. Ergab doch 
Platiufolie einen dreimal so hohen Wert der «-Aktivität pro gem Ober- 
fläche wie Messing (vgl. die früher zitierte Arbeit in der Elster- Geitel- 
Festschrift). 
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7. Mit ähnlichem Resultat wie für die Uranradiumfamilie 
läßt sich auch für die Thoriumfamilie die StoBverteilungskurve 
aufstellen. Die Abweichungen zwischen experimenteller und 
theoretischer Kurve sind hier noch größer, so daß ein Hinzu- 
ziehen von Thoraktivität zur Erklärung der Unterschiede nichts 
beizutragen vermag. 

Die Deutung der Verteilungskurve ist im vorangegangenen 
ausschließlich auf die Annahme gleichmäßig in der Wandung 
verteilter radioaktiver Substanzen gestützt worden. Wie die 
folgenden Betrachtungen zeigen, ist es allein auf dieser Grund- 
lage möglich, in gewisser Übereinstimmung mit dem Experiment 
zu bleiben, weil nur so das Auftreten von zahlreichen ver- 
kürzten Stößen möglich ist. Die Ionisation etwa auf einen 
Emanationsgehalt der Luft zurückzuführen, ist deswegen un- 
angebracht, weil in § 14 gezeigt wird, daß in luftdicht ge- 
schlossenen Gefäßen der Emanationsgehalt auf einen sehr 
geringen Betrag herabgeht. 


Berechnung der Ionenmengenverteilung der «-Stöße innerhalb 
einer Kugel. 

8. Nach den Kenntnissen über die Eigenschaften radio- 
aktiver Substanzen sind verschiedene Arten der Verteilung der 
Ionenmengen bei «-Stößen innerhalb einer Kugel voraus- 
zusehen. Von bestimmendem Einfluß ist: 

1. die Anordnung der Substanz, die die Strahlung aus- 

sendet, 

a) als Emanation gleichmäßig innerhalb des Kugel- 
volumens, 

b) als aktiver Niederschlag in düuner Oberflächen- 
schicht auf der Kugelwandung, 

c) als gleichmäßige Beimengung in der die Kugel- 
wandung bildenden Materie. 

2. die Reichweite der «-Strahlung der Substanz und ihr 

Verhältnis zum Durchmesser der Kugel. 
Um Ionenmengenverteilungen zu berechnen sind alle diese 
Fälle zu sondern. Beobachtete Verteilungen können einem 
bestimmten Fall entsprechen, oder aber sind durch Super- 
position verschiedener Strahlungen zu deuten. Zur Berechnung 
sind ferner Annahmen nötig über die Verteilung der Ionen 
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längs der Bahn des einzelnen «-Teilchens. Für dine erste 
Orientierung ist die Annahme gleichmäßiger Verteilung als 
einfachste Grundlage voranzustellen. Eine zweite Annäherung 
geht von der Geigerschen Formel für die Ionisation längs 
der Bahn aus. Drittens kann die empirische Ionisationskurve 
zugrunde gelegt werden. 


9. Ionenmengenverteilung bei Volumenionisierung. Es ist 
zunächst die Verteilung der Stoßlängen zu berechnen. Die 
Zahl der Stöße, die vom ccm in der Sekunde ausgehen, sei 
gleich N. Da alle Stoßrichtungen gleich wahrscheinlich sind, 


so verlaufen innerhalb des Richtungskegels dw die Zahl 2 N. 


Von den Stößen dieser ausgezeichneten Richtung sind aus- 
zusondern die Stöße, deren Länge zwischen J und L+dt 
liegt. Wenn diese innerhalb der Kugel vom 
Radius r einerseits durch die Kugelwand be- 
grenzt sein sollen, so miissen sie andererseits 
(vgl. Fig. 4) von einem Volumen ausgehen, 
das von zwei Kugelkalotten im Abstand dZ 
begrenzt ist, und dessen Größe gleich ist 


(1) na®dl. Fig. 4. 


Die Zahl der Stöße in der Sekunde innerhalb des Richtungs- 
kegels da und von der Länge Z beträgt daher: 

®) 


und, da alle Richtungen wegen der kugelförmigen Begrenzung 
gleichberechtigt sind, für beliebige Richtungen: 


(8) 


Auf diese Stoßgrößenverteilung gründet sich die Berechnung 
der Ionenmengenverteilung. 

a) Bei Annahme konstanter Ionisation längs der Bahn. Die 
Gesamtzahl der Ionen eines Stoßes werde mit J bezeichnet, 
die Zahl der Ionen pr. cm mit j. Dann ist 


t 

F 
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J=jl 


Die Zahl der Stöße, deren Ionenmenge zwischen J und / + 47 
liegt, ist dann gegeben durch: 
J*\ dJ 

(5) an) - 

Dieser Ausdruck gibt die Verteilung, wenn die Reichweite 
größer ist als der Kugeldurchmesser, er wird Null für / = 2rj, 
dem Maximalwert der Ionisation, die bei Stößen in Richtung 
des Durchmessers von einer Wand zur andern auftritt. Ist 
jedoch die Reichweite RZ kleiner als 2r, so gilt die vorstehende 
Betrachtung nur für Werte von J, die kleiner als # sind, 
die übrigen Stöße verlaufen ungehindert und erreichen alle 
die Ionenmenge Jnax = Rj. Es berechnet sich dann die Zahl 
der gehinderten Stöße 


(6) 
und für die ganze Stoßverteilung ergibt sich 


Zahl der gehinderten +), 


(7)... ., vollkommenen ,, aN — + 


Gesamtzahl aller Stöße + 


b) Bei Voraussetzung des Geigerschen Gesetzes. Bezeichnet 
x die Strecke, die das Teilchen noch bis zum Endpunkt der 
Bahn zurückzulegen hat, so ist nach Geiger die Ionisation, 
die auf dieser Reststrecke entsteht, gleich 


(8) = 6,74. 10%. 2% = (5) 10, 


andererseits folgt aus dieser Formel, daß die lonisation, die 
auf einer Strecke Z entsteht — Z gemessen von der Ursprungs- 
stelle des «-Teilchens —, gegeben ist durch 


| 148 | | 

| 

> 

J max 

4 

12 

{ 

| | 

N 

| 

- | 

| | | 

| 


Experimentelle Entscheidung der Frage der Radioaktivität usw. 749 


WO Jinx m (+)" die Ionenzahl für einen ungehinderten Stoß 


bedeutet. Wird diese Beziehung zwischen J und Z in die 
Gleichung (3) eingetragen, so ergibt sich für die Ionenverteilung 


dZ= = N8 — Jy! 


4 max max 

10. Ionenmengenverteilung bei Oberflächenschicht. Es be- 

zeichne N die Zahl der Teilchen, die vom qcem Oberfläche 

fortgeschleudert werden. Eine einfache Betrachtung der in 

den verschiedenen Richtungen zur Verfügung stehenden Längen 

ergibt als Resultat: 

(11) dZ=f(L)\dL=xNrdL, 

d. h. gleichmäßige Verteilung der StoBlängen. 


a) Gleichförmige Ionisation. Mit Benutzung der Bezeich- 
nungen des vorigen Paragraphen: 


(12) dZ= = 


Diese Gleichung, die besagt, daß die Verteilungskurve der 
Ionenmengen eine Parallele zur Abszissenachse ist, gilt jedoch 
nur, weim die Reichweite größer ist als der Kugeldurchmesser, 
die Ionisationen also durch die zur Verfügung stehenden Stob- 
längen begrenzt sind. Ist die Reichweite kleiner, so verläuft 
ein Bruchteil der Stöße ungehindert und diesen Stößen ent- 
sprechen Vollionisationen J, = Rj. Es ist dann: 

Zahl der Vollstöße = aNr(2r— R) 
(13) » begrenzten Stöße=nNrR 

Gesamtzahl aller Stöße =2nNr:. 

b) Bei Ionisation nach der Geigerschen Formel. Der 
aus (8) sich ergebende Differentialausdruck in (11) eingesetzt 
, ergibt: 

(14) dZ=f(J)-dJ =iaNrd-(J, — 

11. Ionenmengenverteilung bei gleichmäßiger Beimengung des 
radioaktiven Stoffes zum Wandmaterial. Die Zahl der «-Teilchen, 
die in der Zeiteinheit in der Richtung 9, p aus dem Flächen- 
stück dg austreten, ist gleich dem Inhalt des schiefen Zylinders 
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von der Länge 9 — wo o die Reichweite der Strahlung inner- 
halb der Wandmaterie bedeutet — multipliziert mit der Zahl 
der im ccm in der Zeiteinheit emittierenden Atome (N) und 
multipliziert mit dem Bruchteil der Einheitskugel, der von 
dem Richtungskegel (d.3, dp) ausgeschnitten wird. Diese Zahl 
ist gleich 

(15) 
Alle Teilchen zusammengefaßt, die unter gleichem Winkel + 
gegen die Normale zur Oberfläche fliegen, ergibt: 

(16) 


Nach % summiert zwischen den Grenzen 0 und 90° ergibt 
sich die Gesamtzahl aller austretenden «-Teilchen zu 


(17) toNdq. 


Dieser Ansatz kann zur Berechnung der Strahlungsverhältnisse 
im Innern der betrachteten Kugel herangezogen werden, weil 
die Bedingung erfüllt ist, daß die Größe o klein ist gegen den 
Kugelradius und kleiner wie die Wandstärke der Kugelwandung. 
Die Richtungsverteilung der Strahlung, die von jedem Ober- 


flächenelement ausgeht, ist die oben angegebene und 1 


sind in jeder Richtung alle Reichweiten von 0 bis R, je nach 
der Tiefe, aus der.die Strahlung kommt, gleichmäßig verteilt. 


a) Berechnung der Ionenmengenverteilung unter Annahme 
gleichmäßiger Ionisierung längs der Bahn. Zunächst seien 
diejenigen Teilchen betrachtet, deren Austrittsreichweite die 
zwischen 0 und AR gelegene Größe s hat und die in solchen 
Richtungen fliegen, daß sie innerhalb der Kugel die ganze 
Ionisationsbahn frei durchlaufen können. Sie bilden von der 
Gesamtzahl den Bruchteil 
(18) 

Der von ihnen unter einer gegen die 
fliegende Teil ist 


(19) 
Die Gesamtheit aller frei endigenden Bahnen liegt innerhalb 
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eines Kegels, dessen Öffnungswinkel 9, an die Bedingung ge- 
bunden ist 


Die Gesamtzahl ergibt sich also zu 
(21) 4dg-0:N-(1- cos? 


Diese Teilchen haben alle eine zwischen s und s + ds liegende 
Reichweite. Außerdem durchfliegen noch alle diejenigen Teil- 
chen die Strecke s, die unter dem Winkel 9, ausgehen und 
eine Reichweite haben, die zwischen s und A liegt. Die Zahl 


‘ dieser Teilchen ist: 


(22) 

oder, unter Benutzung der Beziehung (20), 
ds R- 

(23) 


Für die Gesamtzahl aller aus dem Flächenelement dg aus- 
tretenden Teilchen, die die Strecke s frei durchfliegen, ergibt 
sich durch Addition beider Anteile 
(24) (479+ 2Rs — 85%). 

Werden statt der Stoßlängen die Ionisationen als Variable 
eingeführt und an Stelle des Flächenelementes die Oberfläche 
der ganzen Kugel, so ergibt sich der Gesamteffekt: 


(25) + 2 Ina — BI AT. 


Hierbei ist 


2rj = J, die gesamte Ionenmenge, die bei einem Stoß ent- 
stehen würde, bei dem ein ganzer Durchmesser durch- 
laufen wird. 
Rj = Juax die Ionenmenge, die bei Durchlaufung der vollen 
Reichweite entsteht. 

b) Berechnung der Ionenmengenverteilung unter Annahme 
der Ionisierung nach dem Geigerschen Gesetz. Es ist in 
diesem Falle nicht möglich, die Formel für die Berechnung 
explizit zu entwickeln, sondern die Kugel muß in Gebiete ein- 
geteilt werden, innerhalb der die zur Verfügung stehende freie 
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StoBlange als konstant angenommen wird. Die gesamte Ver- 
teilung muß dann durch Überlagerung der Verteilungen der 
einzelnen Zonen ermittelt werden. Der Gang der Rechnung 
ist folgender: 

Im Gebiet zur Verfügung stehende freie StoBlinge 
gleich A. i 

Alle Teilchen, .deren Reichweite zwischen s und s+ds 
liegt, und die den Bruchteil ds/R bilden, fallen in das Ionisie- 
rungsintervall dJ, das mit ds in der Beziehung steht 


1. falls s kleiner als 4: 


J = 6,74: 10%: 
(26) 
dJ = 
2. falls s größer als A: 
97 J = 6,74 - 10% [s"» — (s — 4)%] 
27) | dJ = 6,74-10*.% — (s — ds. 


Aus diesen Formeln ergibt sich fir jeden s-Wert die er- 
zielte Ionisation und die Zahl der Teilchen im Intervall. Für 
die praktische Durchführung der umständlichen numerischen 
Rechnung wurden für A Stufen angenommen von je 1 cm 
Höhenunterschied. Für jede Stufe ergibt sich ein bestimmter 
Kugelabschnitt, für den die wahrscheinliche Gesamtzahl der 
Stöße nach (16) zu berechnen ist. Die Anteile von 1. und 2. 
sind für gleiche Ionisationen zu summieren. Die erhaltenen 
Werte können zur Konstruktion einer stetigen Verteilungskurve 
benutzt werden. Auf Einzelheiten dieser Rechnung soll nicht 
eingegangen werden. 


12. Die verschiedenen Verteilungen sind in Fig. 5 über- 
sichtlich zusammengestellt. Hierbei ist angenommen, daß eine 
Kugel von 4 cm Radius und eine Reichweite der Substanz von 
8 cm vorliegt. Die punktierten Kurven entsprechen der An- 
nahme gleichmaBiger Ionisation, die ausgezogenen Kurven der 
Geigerschen lonisation; die Zahlen entsprechen den drei 
Fällen: Volumstrahlung, Oberflächenstrahlung, Tiefenstrahlung. 

Liegt jedoch eine Substanz vor, deren Reichweite kürzer 
ist als der Durchmesser der Kugel, so treten bei Volum- 
(Fall 1) und Oberflächenstrahlung (Fall 2) neben den durch 
die Gefäßdimensionen verkürzten Stößen auch vollkommene 
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Stöße auf in einer Anzahl, die sich nach den Formeln (7) und 
(13) berechnet. Zur Erläuterung der Verhältnisse diene die 
Fig. 6. Hier ist angenommen (Kurve I), daß in einer Kugel 


Fig. 5. 


von 4cm Radius Ra-Emanation enthalten ist, Reichweite 4,0 cm. 
Die nach Formel (10) gezeichnete Kurve nähert sich für 
J = 169000 der Null. Um aber die Zahl der Vollstöße 


IN 


750000 
Fig. 6. 


(31,3 Proz.) auch in der Figur ersichtlich zu machen, ist am 

Schluß ein Rechteck endlicher Breite eingezeichnet, dessen 

Flächeninhalt der Zahl der Vollstöße entspricht. Die Kurve II 
Annalen der Physik. IV. Folge. 62. 50 
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gibt die Verteilung für gleichmäßig der Wand der Kugel 
gleicher Größe beigemengtes RaC (Reichweite 6,9 cm). Die 
Verteilungskurve bricht ohne Häufungsstelle beim Maximal- 
wert ab. , 

Die theoretischen Kurven der Fig. 3 sind entstanden durch 
Uberlagerung von Kurven nach der Art der Kurve II der 
Fig. 6; die experimentelle Kurve zeigt keine Besonderheit, 
die zur Annahme einer Häufungsstelle auffordert. 


Über Versuche zur Erzielung von Räumen, die möglichst frei 
von «a-Ionisationen sind. 

13. Um genauere experimentelle Grundlagen zur Deutung 
der Verteilungskurve zu gewinnen, war es nötig, eine Tren- 
nung der StéBe nach Herkunft — ob aus der Luftfüllung 
oder aus der Wandung des Gefäßes stammend — zu be- 
wirken. Zur Verkleinerung des Wandeffektes gegen die Wir- 
kung des Gases gab es die beiden Mittel: Reduktion der 
Wandoberfläche durch Ersetzung der massiven Wand durch 
ein weitmaschiges Netz und Erhöhung des Gasdruckes. Es 
wurde daher ein aus feinen Platindrähten zusammengeschweißter 
Netzkorb im einem Gefäß aufgehängt, in dem durch eine kleine 
Kompressionspumpe Druck bis zu 15 Atm. hergestellt werden 
konnte. Der Durchmesser des Korbes war 1,5 cm, die Höhe 
1,8cm, das Volumen 3,17 ccm. Bei einem Druck von 4—5 Atm. 
entsprachen die größten Abmessungen der Reichweite der 
schnellsten «-Teilchen. Die Versuche ergaben, daß die durch 
die durchdringende Strahlung bewirkte gleichmäßige lonisation — 
die Elektrometerbewegung zwischen den StéBen — proportional 
dem Druck im Gefäß war, daß aber die durchschnittliche 
Größe der «-Stöße bei. höheren Drucken stark abhängig von 
der angelegten Spannung war, weil es immer schwieriger wurde, 
Sättigung zu erreichen, so daß oberhalb 12 Atm. die «-Stöße 
sich selbst- bei 500 Volt Spannung am Netz nicht mehr deut- 
lich von der starken gleichmäßigen Ionisation abhoben. Als 
zweckmäßig erwies sich ein Druck von etwa 5 Atm. Hierbei 
war die Zahl der beobachteten «-Stöße bei 240 Volt und 
480 Volt die gleiche, also wurden alle Stöße konstatiert; die 
durchschnittliche Größe der Stöße war bei 80 Volt 39000 Ionen, 
bei 240 Volt 57000 Ionen, bei 480 Volt 74000 Ionen. 
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Bei 5 Atm. und 240 Volt ergaben sich folgende Effekte 
bei verschiedener Füllung des Gefäßes: 


Luft durch Wattefilter aus dem Zimmer entnommen . 14,5 Stöße/Stde. 


CO, aus Bombe (mit Wattefilte) . ..... 4,5 
co, aus anderer Bombe (mit Filter). . . 2,3 > 
Luft aus großer Bombe (unter 200 Atm. Deusk: schend 2,0 pe 
dgl. am nüchaten Tago .. 3,2 


Die immer her 4 Stunden er- 
streckt und auch wiederholt. Die Messungen zeigen, daß Gase 
unter Abschluß sehr geringe Aktivität aufweisen können, 
speziell wenn sie aus einer Bombe, wo sie unter hohem Druck 
standen, entnommen werden. Blieb die Luft tagelang im 
Beobachtungsgefäß, so stieg die Radioaktivität an. Die 
Bildungsgeschwindigkeit entsprach ungefähr der Radium- 
emanation. Offenbar stammt diese Aktivität von einem Radium- 
gehalt der Wandungen des äußeren Druckgefüßes, das aus roh 
bearbeiteten Eisenteilen zusammengesetzt war. Daß die Akti- 
vität der Bombenluft so gering ist, erklärt sich daher, daß ein 
eventuell auch in der Bombenluft vorhandener Emanations- 
gehalt, der mit-der Bombenwandung im Gleichgewicht ist, bei 
Ausdehnung auf kleinere Drucke proportional der Druckab- 
nahme verdünnt wird. 

14. Weitere Versuche wurden bei Atmosphärendruck aus- 
geführt mit einem Drahtgeflecht von sehr großer Maschen- 
weite, das ungefähr einer Kugel von 8 cm Durchmesser ent- 
sprach, aufgehängt in einem großen Zinkgefäß von solchen 
Dimensionen, daß die «-Strahlung der Wandung nicht in den 
Kugelraum eintreten konnte. Der Deckel des Zinkgefäßes 
war durch eine Öldichtung abgeschlossen. Der untere Teil 
der zentralen Elektrode war durch eine Drahtspirale, die auf 
Nullpotential gehalten war, vor übertretenden Ladungen ge- 
schützt. Es wurden zwei verschiedene Drahtkugeln verwandt. 
Beide waren aus Kupferdraht von 0,2 mm Durchmesser ge- 
bogen. Bei dem ersten Netz war eine Maschenweite von etwa 
1,5 cm hergestellt. Die halbe Drahtoberfläche, von der wirk- 
same Strahlen ausgehen konnten, betrug 6,5 gem. Das Ver- 
hältnis halbe Drahtoberfläche/Kugeloberfläche betrug 1/31. 
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Bei dem zweiten Netz waren nur Drähte gezogen, die größte 
Kreise bildeten in drei zu einander senkrechten Richtungen; 
die halbe Drahtoberfläche war hier nur 2,25 gem, das Ver- 
hältnis zur Kugeloberfläche nur 1/112 (Fig. 7). 


Fig. 7. 


Die Resultate waren ähnlich denen im Druckgefäß. Nur 
zeigte sich, daß im Zinkgefäß eine Ra-Emanationsentwicklung 
wie im Druckgefäß höchstens spurenweise vorhanden war. Mit 
Netz II glückte es, ganz außerordentlich geringe Ionisationen 
zu erzielen; es ist zu bedenken, daß es sich hier um ein 
Volumen von 260 ccm handelte. Im einzelnen wurden folgende 
Zahlen gewonnen: 

Stöße pro Stunde 
Netz I Netz II 


Zimmerluft ohne Absorption 58 37 
Bombenluft ohne 29 4,8 
mit 19 4,4 
CO, (aus Bombe) ohne Absorption — 3,1 
Außenluft ohne Absorption _ 9,6 


Die betreffenden Füllungen strömten immer mehrere 
Stunden vor der Registrierung durch das Gefäß, so daß die 
radioaktiven Niederschläge sich in Gleichgewichtsmengen bilden 
konnten. Für die Absorption wurden zwei 1 m lange und ca. 
40 mm starke Glasrohre vorgesehen, die mit ausgeglühter 
Holzkohle gefüllt waren. 
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Das Verhältnis der Stoßzahlen für Bombenluft mit Ab- 
sorption bei Netz I und Netz II ist ungefähr gleich dem Ver- 
hältnis der Drahtoberflichen. Man ist versucht, daraus zu 
schließen, daß die Restaktivität im wesentlichen auf radio- 
aktiven Stößen beruht, die von den Drähten ausgehen. 

Beobachtungskurven, die mit Netz II aufgenommen sind, 
sind in der Fig. I und II der Tafel III, die zu der Annalen- 
arbeit (52. S. 665, 1917) gehört, wiedergegeben. Wenn die StoB- 
zahlen auf 3—4 Stöße in der Stunde herabgehen, kann die 
Neigung der Geraden, die durch gleichförmige Ionisation in- 
folge durchdringender Strahlung bedingt ist, mit großer Ge- 
nauigkeit gemessen werden. Unmittelbar aufeinanderfolgende 
Teile der Registrierkurven ergaben Übereinstimmung der Größe 
der durchdringenden Strahlung bis auf 1—2°/,, genau. Die 
Zahl der Ionen, die so im ganzen Volumen entstanden, wurde 
durchschnittlich zu etwa 1003 Ionen in der Sekunde ermittelt, 
d.h. auf den ccm kamen etwa 3,88 Ionenbildungen in der 
Sekunde. 

Die Netzanordnung ist sehr empfindlich auf Änderungen 
der durchdringenden Strahlung. Die Strahlung stärkerer 
Radiumpräparate konnte durch dicke Mauern aus entfernteren 
Teilen des Gebäudes her beobachtet werden. Die Strahlung 
eines Gefäßes, das ein Kaliumsalz enthält, kann in wenigen 
Minuten gemessen werden. 


15. Zum Schluß sei noch referiert über einige Meßreihen, 
die an einer Steinsalzhohlkugel angestellt wurden. Aus großen 
Blöcken Steinsalz aus dem Kaliwerk Hedwigsburg wurden zwei 
Klötze ausgeschnitten, mit eberen Flächen versehen und die 
Hälften einer 8 cm-Kugel eingeschnitten. Nach der Bearbeitung 
wurden die Flächen mit grobem Schmirgel abgerieben, der 
Staub mit kräftigem Strahl aus einer CO,-Bombe abgeblasen 
und dann sofort in das Zinkgefäß hineingebracht, das mit CO, 
gefüllt wurde. Man konnte vermuten, daß auf -diese Weise 
sich ein Raum gewinnen ließ, der eine sehr geringe «-Aktivität 
zeigte. Denn K. Bergwitz!) hat festgestellt durch Messungen 
im Bergwerk Hedwigsburg, daß in Räumen, die allseitig von 
dicken Schichten Steinsalz umgeben sind, ein sehr geringer 


1) K. Bergwitz, Elster-Geitel-Festschrift $. 585. 1915. 
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Wert der durchdringenden Strahlung gefunden wird. Offenbar 
liegt ein sehr geringer Radiumgehalt dieses Minerals vor. Die 
Messungen in der Steinsalzhohlkugel ergaben Stoßzahlen von 
29—32 Stößen/Stunde; der gleichförmige Gang war 3380 Ionen- 
Stunde. Die «-Aktivität war also kleiner als in der Messing- 
kugel, aber doch von gleicher Größenordnung. . 


Zusammenfassung. 

Es wird eine Methode angegeben, wie durch Beobachtung 
der Größe der einzelnen «-Ionisationen auf die Herkunft der 
«-Teilchen geschlossen werden kann, eine Methode, die zur 
Entdeckung neuer Aktivitäten führen kann. Die Ionenmengen- 
Verteilungskurven der «-Stöße in einer Kugel werden berechnet 
und mit der Statistik von 810 Stößen in einer Messinghohl- 
kugel verglichen. Es zeigt sich, daß zur Erklärung der Be- 
obachtungen die Strahlung des Radiums und seiner Abkömm- 
linge nicht ausreicht, sondern daß langlebige radioaktive Sub- 
stanzen mit Strahlungen kurzer Reichweite außerdem vor- 
handen sein müssen. Die Möglichkeit einer Aktivität, etwa 
des Cu, wird diskutiert. Es wird gezeigt, wie Räume her- 
gestellt werden können, die eine sehr geringe «-Ionisation 
aufweisen. 

Die vorstehende Arbeit wurde im Physikalischen Institut 
der Universität Königsberg ausgeführt. Herrn Prof. W. Kauf- 
mann bin ich für liebenswürdige Gewährung der Mittel zu 
großem Dank verpflichtet. 


Königsberg, Physikalisches Institut der Universität. 


(Eingegangen 3. April 1920.) 
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5. Bemerkung zu der Arbeit von W, Hahnemann 
und H. Hecht: „Der mechanisch- akustische 
Aufbau eines Telephons*; 
von Max Wien. 


In der oben genannten Arbeit!) werden Messungen über die 
in einem Telephon verzehrte elektrische Leistung angestellt, wobei 
sich eine interessante Abhängigkeit dieser Leistung von Größe 
und Form des Luftraums vor und hinter der Membran ergibt, 
und auch davon, ob das Telephon offen oder mit geschlossener 
Schallöffnung oder an das Ohr gedrückt verwandt wurde. Hieraus 


wird dann der akustische Wirkungsgrad, d. h. das Verhältnis - 


der auf den Gehörgang übertragenen Leistung zu der auf- 


gewandten Leistung für den Tonbereich von 500 bis 1000 Peri- 
oden zu 1 bis 10 pro Mille berechnet. Schließlich wird eine © 


Anwendung dieser Zahl auf die Schwellenempfindlichkeit des 
menschlichen Ohres für 1000 Perioden gemacht, und diese zu 
1,9. 19717 Watt gefunden, während die Verfasser aus älteren Mes- 
sungen von mir?) für denselben Ton, eine Schwellenleistung von 
nur 1,6.1071° Watt, also einen etwa 120 mal kleineren Wert be- 
rechnen. Die Gründe für diese recht erhebliche Differenz suchen 
Hahnemann und Hecht in meiner Versuchsanordnung. 
Diese Versuchsanordnung war so einfach wie möglich und 
gestattete die Schallausbreitung theoretisch zu berechnen. Es 
wurde ein Telephon in einer Öffnung eines großen — theore- 
tisch unendlichen — Blechschirmes so befestigt, daß die Tele- 
phonplatte mit der Ebene des Schirmes zusammenfiel (vgl. 
Fig. 1), und der Ton des Telephons in einer Entfernung von 
30 cm beobachtet. Der Strom des Telephons wurde so lange 
geschwächt, bis der Ton gerade nicht mehr hörbar war. Die 
Schallintensität in O läßt sich bei gegebener PlattengréBe und 
Amplitude berechnen. Die von mir damals gegebene Formel 
stimmt mit dem kürzlich von Hahnemann und Hecht?) auf 
ganz anderem Wege abgeleiteten Ausdruck bis auf eiue un- 
wesentliche Abweichung in einem Zahlenfaktor überein. 


1) W. Hahnemann u. H. Hecht, Ann, d. Phys. 60. 8. 454. 1919. 
2) M. Wien, Pflügers Archiv f. d. ges. Physiologie 97. S. 1. 1903. 
8) W. Hahnemann u. H. Hecht, Physik. Zeitschr. 18, S. 267. 1917. 
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Hahnemann und Hecht vermuten nun, daß bei meiner 
Anordnung Fehler dadurch entstanden seien, daß 

1. der Kopf des Beobachters die Schallausbreitung stört 
und der Gehörgang als „Schallsenke“ wirkt, 

2. meine Annahme, daß die Telephonamplitude proportional 
der Stromamplitude abnimmt, nicht richtig sei. 

Das Vorhandensein und die Größen- 
ordnung der ersten Fehlerquelle suchen 
die Verfasser durch besondere Beobach- 
tungen an einer der meinigen nachgebil- 
deten Anordnung festzustellen. Dabei 
wurde der Schall durch eine längere 
T @ Glasréhre dem Ohre zugeführt, die einmal 
in O frei endete, das andere Mal von 
einer künstlichen Kopfhälfte mit Ohr- 
muschel ausGips umgeben werden konnte, 
so daß in diesem Fall das Rohr gewisser- 
maßen den Gehörgang bildete. Die Ver- 
suche ergaben einen starken Einfluß des 
Gipsmodells auf die durch die Röhre dem 
Ohr zugeführte Tonenergie. 

Beide oben genannten Fehlerquellen habe ich selbstver- 
ständlich schon in meiner Arbeit besprochen und geprüft. 

Nach Rayleigh bewirkt ein Gegenstand eine merkliche 
Störung der Schallausbreitung, wenn seine Dimensionen von 
derselben Größenordnung sind, wie die Wellenlänge des 
Tones. Bei höheren Tönen müssen daher durch den Kopf 
des Hörenden Störungen hervorgerufen werden, jedoch können 
diese Störungen an dem Kopf infolge der Nachgiebigkeit 
der weichen Haut nicht so groß sein als sie an einem völlig 
harten Gegenstand, z. B. an einem Gipsmodell des Kopfes 
sein würden. Hahnemann und Hecht haben ja selbst nach- 
gewiesen, daß die nachgiebigen Wände des äußeren Gehör- 
ganges erhebliche Teile der Schallenergie verzehren. Immer- 
hin ist dies eine ernste Fehlerquelle; sie wurde bei meinen 
Versuchen prinzipiell umgangen, indem Ohr und Telephon 
(O und 7 in Fig. 1) vertauscht wurden, wobei die Gültigkeit 
des Helmholtzschen Reziprozitätsgesetzes für die damalige 
Anordnung noch durch besondere Versuche nachgewiesen wurde. 


Fig. 1. 
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Die Dimensionen des Telephons waren klein gegen die Wellen- 
länge, so daß von diesem keine Störung zu erwarten war. 

Der äußere Gehörgang ist etwa 3,5 cm lang, also klein 
gegen die Wellenlänge des Tones 1000, so daß er nicht als 
Schallsenke wirken kann, und im Inneren des Gehörganges an- 
nähernd die gleichen Dichtigkeitsänderungen vorhanden sein 
müssen, wie in der Luft außerhalb. Anders werden die Verhält- 
nisse, wenn der Schall durch ein längeres Glasrohr dem Öhre zu- 
geführt wird. Dieses gibt notwendigerweise zu stehenden Schwin- 
gungen und Resonanzerscheinungen Veranlassung. Die Stärke der 
Schwingungen in dem Rohre hängt im hohen Maße von der 
Tonhöhe und auch von der Umgebung und Form der Öffnung 
ab, Fragen, die ja schon Helmholtz in seiner Theorie der 
Luftschwingungen in offenen Röhren behandelt hat. 

Hiernach ist es nicht verwunderlich, daB Hahnemann 
und Hecht bei ihren Versuchen mit einem Gipsmodell des 
Kopfes und längeren Glasröhren als Zuleitung zum Ohr starke 
Unterschiede der Schallaufnahme gefunden haben; ein Rück- 
schluß auf meine Versuche kann jedoch daraus nicht gezogen 
werden, da die Versuchsbedingungen ganz andere waren. 

Hahnemann und Hecht suchen weiter eine Fehlerquelle 
bei der Auswertung meiner Versuche darin, daß ich die Ampli- 
tude der Telephonplatte der Stromamplitude proportional an- 
genommen habe. 

In meiner Arbeit habe ich ausdriicklich darauf hingewiesen, 
daB bei der mikroskopischen Ausmessung der Telephonampli- 
tuden mit der Stromstärke nicht über den Bereich hinaus- 
gegangen wurde, für den der Ausschlag dem Strom proportional 
war. Dieser Bereich ist, wie seitdem durch W. Kunze!) und 
W. Birnbaum?) nachgewiesen ist, außerordentlich groß. Ob 
nach unten, nach dem Gebiet der ganz schwachen Ströme, der 
Ausschlag ebenfalls proportional bleibt, läßt sich experimentell 
nicht mehr nachweisen, weil die Ausschläg: schließlich zu klein 
werden. Es hängt das mit der Frage nach dem Verlauf der 
Anfangspermeabilität zusammen. Wenn jedoch eine Abweichung 
vorhanden ist, so würde sie in der Richtung liegen, daß die 


1) W. Kunze, Arch. f. Elektrotechnik 2, S. 495. 1914. 
2) J. W- Birnbaum, Ann. d. Phys. 49. S. 201. 1916. 
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Ausschläge und damit die Schwellenleistung tatsächlich noch 
etwas kleiner sind, als die berechneten. 

Beide Fehlerquellen können auf meine Ergebnisse nur einen 
geringen Einfluß ausgeübt haben, sie reichen jedenfalls nicht aus, 
um die großen Differenzen der beiderseitigen Werte zu erklären. 

Ich möchte hier nicht die Frage erörtern, ob den auf 
recht umständlichem Wege durch mehrfache Umrechnung und 
Extrapolation gewonnenen Zahlen der Herren Hahnemann 
und Hecht eine größere Sicherheit zukommt, sondern nur 
darauf hinweisen, daß die Difterenz sich vielleicht aus dem 
Umstande erklären läßt, daß die Schwellenleistung in beiden 
Fällen in verschiedener Weise definiert wurde. 

Bei mir wurde die Tonintensität (4) definiert als die Schall- 
energie, welche im freien Raum in einer Sekunde durch 1 cm? 
Fläche hindurchwandert. Indem die Fläche des Trommelfells 
zu 1/3 cm? angenommen wurde, wurde die in das Ohr ge- 
langende Energie einfach = 4/3 gesetzt!) und daraus die 
Schwellenleistung berechnet. 

Hahnemann und Hecht hingegen berechnen die von 
den weichen Wänden des ganzen Gehörganges und eines Teiles 
der Ohrmuschel beim Andrücken des Telephons an das Ohr 
absorbierte Leistung. Wenn wir die Länge des äußeren Gehör- 
ganges zu 3,5 cm, den mittleren Durchmesser zu 1 cm annehmen, 
so haben wir hier allein schon eine absorbierende Oberfläche 
von 11 cm?. Setzen wir die Schallabsorption dieser Weichteile 
überall als gleich voraus, so müssen wir die berechnete Leistung 
auf 1/33 reduzieren, um die von dem Trommelfell (1/3 cm?) 
allein verzehrte Leistung zu erhalten. Nach dieser Reduktion 
würden die Werte von Hahnemann und Hecht nur noch 
etwa 3 bis 4mal so groß sein wie die meinigen — eine Diffe- 
renz, wie sie durchaus innerhalb der Fehlerquellen bei ein und 
derselben Methode liegt, die jedoch bei diesen, auf ganz ver- 
schiedenem Wege gewonnenen Zahlen, sogar eine auffallend 
gute Übereinstimmung bedeuten würde. 


Jena, Physik. Institut d. Universität, 9. Februar 1920. 
1) Dabei blieb es unerörtert, ob wirklich die durch den Gehörgang 


auf das Trommelfell treffeude dort absorbierte Energie mit der so defi- 
nierten übereinstimmt. 


(Eingegaugen 12. Februar 1920,) 
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Induktorium Patent Klingelfuss mit eingebauter Meßspule und 
eingeschaltetem Sklerometer und Milliampéremeter. Beide Instru- 
mente sind ungslos gegen Erde und können in beliebiger Ent- 
fernung vom Induktorium und der Röntgenröhre aufgestellt werden. 


FR. KLINGELFUSS & CO., BASEL 


Gute Biicher — gute Freunde! . 


‘Dr. H. Geissler Nachf., Bonn a. Rh. 


Gegründet 1840 Inh. Franz Greiner Gegründet 1846 
Telegramm-Adresse: Geissler Nachf., Bonn :: Fernruf 794 
Fabrik und Lager chenisisch-physikalischer Apparate 
Quecksilberluftpumpen n. Geissler, Töpler- 

. Hagen, Boltwood, Jaumann. Quecksilber- 
' bogenlampen. Vakuumgefäße für flüssige Luft. 
Vorlesungsapparate n. Hoffmann, Pyzarello. 
’ Vakuumröhren nach Geissler, Crookes, 

Puluj, Lenard, Hittorf usw. 
Spekiralröhren. Braunsche Röhren. 
| Einrichtung vollständiger Lehrsäle 
für Schulen und Universitäten 


Kataloge auf Verlangen Ä 3 Kostenanschläge gratis 
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Verlag von Johann Ambrosius Barth in Leipzig 


E. von Lommel 
Lehrbuch der Experimentalphysik 


Herausgegeben von 
Prof. Dr. Walter König-Giessen 


'24——26. Aufl. XII u. 688 $. mit 456 Fig. im Text und 1 Spektraltafel. 
1920. Geb. M. 27.—. Hietzu tritt der Sortimenter-Teuerungszuschlag. N 


= Verlag von Johann Ambrosius Barth in Leipzig 


Wichtige neue Zeitschrift 


Zeitschrift für technische Phys 


Herausgegeben von der Deutschen Gesellschaft für technische Physik 
unter Mitwirkung von Dr. Georg Gehlhoff und Dr. Hans Rukop 
Schriftleitung: Dr. Wilhelm Hort r 


WB jährlich 12 Hefte M. 40.—. Heft 8 ist soeben erschienen [jj 


Verlag von Johann Ambrosius Barth in Leipzig 


Theorie der Strahlung und der Quanten 


von 


Dr. Arthur March 


_ Privatdozent für theoretische Physik an der Univerdität Innsbruck 
V, 182 Seiten mit 86 Figuren im Text. 1919 
Preis geh. M. 12.—, geb. M. 14.— und Sortimenter-Teuerungszuschlag 


In dem vorliegenden Buche versucht der Verf., eine zusammen- 
fassende Darstellung der bedeutsamen Theorie der Quanten zu geben 
die, fast ausschließlich ein Werk der deutschen Physik, nicht bloß 
die Entwicklung der Wissenschaft auf das Entscheidenste beeinflußt 
hat, sondern berufen scheint, die Grundlage eines völlig neuen physi- 
kalischen Lehrgebäudes zu bilden, Die Zahl der Entdeckungen, die 
sich an den Begriff des Wärmequantums knüpfen, hat sich in letzter 
Zeit so ge. daß der Versuch einer Zusammenstellung der bis- 
herigen Ergebnisse gerechtfertigt erscheint. Die Darstellung ist so 

ehalten, daß ihr auch der Anfänger ohne große Mühe folgen kann. 
m ein vollständiges Verständnis der Quantentheorie zu ermöglichen, 

wurde auch die Strahlungslehre mit aufgenommen. Die Arbeit hat 

namentlich für Physiker und Mathematiker Interesse. . 
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Arthur Pfeiffer, Wetzlar O 


Werkstätten für Präzisionsmechanik und Optik, gegr. 1890. 


Spezialfabrik von Luftpumpen zu Demonstrationen 
‚und für wissenschaftliche Zwecke. 


Rotierende Quecksilber-Hochvakuum-Pumpen 


System Pfeiffer, D.R.P. System Gaede, D.R.P. 
) angemeldet 


Hochvakuum- 
Apparate 
zur 
Demonstration 
und zu 
wissenschaftlichen 
Untersuchungen. 


Neu- 
‘konstruktionen 
nach Angabe. 


Vakuummeter n, Reiff, mit direkter Ablesung, D.R.P. angemeldet. 
D.R.P. Rotierende D.R.P. 


Alle Arten von 
Luftpumpen: 


Trockene rotierende 
Luftpumpen, 


Trockene Schieber- 
luftpumpen, 


Quecksilberluftpumpen 
aller Systeme, 


# Kompressionsluftpumpen. 


Eigene Spezial-Fahrikation von Funkeninduktoren von 4-1000 "| 


Funkenlänge 
getragene Induktoren 
rs ‘ mit Demon- 
strations- 
schaltung. 
Fabrik-Marke Alle 
Nebenapparate. 
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Nachfolger 


Zweigniederlassung: Telegrammadresse: 
Berlin NW Köln a. Rh. Cöln 
Dorotheenstraße 53 Brüderstraße 7 Scientia Berlin 


Fabrik 
physikalischer Apparate 


Galvanometer nach Paschen 
(Physikal. Zeitschrift XIV, S. 521, 1913)‘ 


Projektionsapparate für Diaskopie und Episkopie 


Vakuumpumpen nach GAEDE 


aller Systeme 


Ausführliches Preisverzeichnis mit Literaturangaben, 
enthaltend 16000 Nummern, wird auf Wunsch übersandt 


“Alleinige Inseratenannahme durch: Gelsdorf & Pusch, 
Berlin SW. 48, Wilhelmstr. 28. 


Metzger & Wittig, Leipzig. 
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